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Presso la Sig." PIA PADEKNI ved. LUGLI, via Agostino »e- 
pretìs, n. 86, Roma, trovansi vendibili, legate in volumi, le serie com- 
plete del Periodico, dal P a tutto il 10^ anno al prezzo ridotto di Lire 50 
all'interno e di Franchi 60 in oro, per gli Stati dell'Unione Postale; 
e le annate complete separate, pure rilegate in volumi dal 3® al 10® 
anno, nonché i fascicoli sciolti dei suddetti anni, a prezzi da convenivi. 

Presso la medesima signora è pure vendibile la Raccolta di temi di 
matematica redatta dalla Giunta centrale esaminatrice per la licenza 
d'Istituto tecnico nella sezione fisico-matematica, con soluzioni e rispo- 
ste del Prof. AURELIO LUGLI, al prezzo di L. 1,25 ciascun libretto. 

Le annate 11* e 12» (1896 e 1897) del Periodico si trovano in vendita 
presso la direzione al prezzo di L. 6 per l'interno e di L. 7 per l'estero. 
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Di altme sicesàiì ricorreiti a temiiii ùteri e positìfi 



I. Formano oggetto di questa nota quelle successioni di numeri 
interi e positivi ciascuno dei quali è uguale alla somma dei due pre- 
cedenti. 

Detta U una di tali successioni e indicati con 

UlUsUs-.-Un... 

i suoi termini sì ha per ipotesi (m "> 3) 

U,. = U,.-i + U„_2 

e la successione sarà individuata allorché siano fìssati i valori di 
Ui TJ2 che rappresenteremo rispettivamente con a,b e diremo tennini 
iniziali. Nel caso particolare di a = \,h^l si ha la successione 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... 

che diremo u; ne rappresenteremo i termini anche colle notazioni 
«1 , Kj , M» , . . . «n , . . . 

Le proprietà della successione U dipendono da quelle della »; tra 
i loro termini si ha infatti una relazione che passiamo subito a sta- 
bilire. 

A tal uopo osaei-viahio che se ai due termini della relazione 
Un+1 ^ Un + Ui,-i, data per ipotesi, si aggiunge Un si ha, tenendo 
conto di nuovo della legge di ricorrenza, 

UB+l = Un4 Uo-1 
Un^.2 = 2U■,^-U■-l 

e sommando 

U.,+3 = 3U„ + 2U„-i 

ovvero, osservando che è m ^ 3, un = 2, 

Uu+;i = K*Uu + (uU„-i. 



PERIODICO DI HATEHATICA. 
Supposto infatti che questa sia vera fino ad un certo valore di s 
i avranno le relazioni 



PERIODICO DI HATEHATICA. 3 

I". Dimostriamo dapprima la proprietà pei gruppi della succes- 
sioDe u: un buo grappo simmetrico qualunque ò della forma 

«u-k, «11, Mi , M«+k. 

Ora se nella (1) si muta s in s — 1 si ha 

Uii+«-I^»« ttn + Ma-IMu-l 

e mutando in questa n in m — t ed s in s + 1 sì deduce ancora 

Mn+,- 1 = H^f t Mn-k + M,+k- 1 M„~k-1 

e sottraendo questa dalla precedente si ricava 

U, Un — ll.+k "n-k = — {«»-! Hd-1 — M.+k-l «n-k-l ) 

pertanto è dimostrato che le differenze tra il prodotto dei medi e 
quello degli estremi dei due gruppi equisirametriei consecutivi 



sono uguali in valore assoluto e di segno opposto. 

Per calcolare la costante osserviamo che se nell'ultima ugua- 
glianza si diminuiscono successivamente gli indici di 1 per» — k — 2 
volte consecutive e si moltiplicano membro a membro tutte le rela- 
zioni COSI ottenute si troverà 

M, Mn — M»+k «o-k = (— 1)"-^-" (w.-n+k+l Mk+1 — «.-n+Sk+l «1 ) 

e poiché è «1 = 1 avremo ponendo s — « ^ 5, 

W. Mn— MH-k W-i-k^ (— l)"-""-' (M*+fc+l «k+l " M*+ik+l )■ 

Abbiamo così, nel secondo membro, l'espressione della costante 
dipendente soltanto dalle due differenze tra gli indici del gruppo sim- 
metrico dato. Ma le si può dare ancora una fórma più semplice; se 
infatti nella (I) si muta s in i: ed h in S + A-+1 si ricava 

Ui+k+i "k+1 — «a+at+1 = — Uk Ui+k 

e quindi sostituendo 

U. Mi, — «a-|-kHn-k= (—!)"-'■ «k Uò+i. . (3) 

2". Passiamo ora a dimostrare il teorema enunciato per la suc- 
cessione U, ma per maggioro chiarezza di ciò che segue facciamo un 
cambiamento di notazioni nella (3) osservando che se Ua ,ufi , Uy , ut 
è un gruppo simmetrico, e si pone p — a=i', y — ^=à essa assume 
la forma 

Uf itr — Uaua^ ( — 1)" Ui- wj+j' . (3') 



4 PERIODICO DI UATEHATICA. 

Ciò premesso sìa 

U.-k, Un, U., UM-k 
un gruppo simmetrico qualunque di U. Se nella espressione 

UnU. — Uc-kU-t 

si sostituiscono alle U le loro espressioni in funzioni delle w cal- 
colate per mezzo della (2) si ha 

Un U. — Uo-k Utfk = («n - 2 « + «..- 1 è) iu,-ì U +M.-1 b) — 

— (Hn-k-a Mn-k- 2 « + M.—k-l 6) («i+k-8 « + «M-k-l ^) 



PERIODICO DI MATEMATICA. 5 

Il procedimento tenuto nella precedente dimostrazione è valido 
anche se s = »e, per conseguenza, 5 = 0; in questa nuova ipotesi le 
(3) (4) divengono 

w'n — Mn-k «n+k =(— l)"-^»*k (5) 

U'n-U,.-kU„-k = (-l)'-''«'k{«^-6' + ai). (6) 

Riferendosi soltanto alla seconda (giacche la prima ne è un caso 
particolare per a^b^l) osserviamo che il primo membro è la dif- 
ferenza tra il quadrato del termine medio ed il prodotto degli estremi 
nel gruppo simmetrico 

Un-k, Un, U,.-k 

pertanto è dimostrato anche il seguente 

Teorema. — Xei gruppi equisimmetrici formali di tre termini /« 
differenza ira il quadralo del medio ed il prodotto degli estremi è co- 
stante in valore assoluto. , 

Osservazioni : 

a) Se in luogo di s si pone il suo uguale n ~|- 5 le (3) (4) divengono 

{3") Mi, «H-a — «n-k Un+i+k = {— l)"~^ Uk «»+t (*) 

(40 Un U,-* -U.,-k U„-H4-k = i- 1)"-^ ut us+k (a' - i' + oi). 

b) Denotando con g(ò, k), G(5, k) i valori assoluti delle differenze 
al primo membro delle (3) (4) (o di quest'ultime) e con |m* — b'-ì-ab\ 
quello di rt' — i' + ah avremo 

^iy = l«-t+"('| 

e denotando analogamente con ^(0, k), G(0, k) i valori assoluti di quelle 
al primo membro delle (5) (6) ai ricava pure 



6 PERIODICO DI UATEHATICA. 

3. Accanto alla successione U consideriamone un'altra U' di ter- 
mini iniziali a',b' (definita colla medesima legge di ricorrenza stabi- 
lita in principio) ossia 

U=fl, &,U,,U. ...,Ù„ ...U, ,...,U„+e.!.Ui4.2',... 
U'=a', b\ U'„ U'* . . . , U'„ . . . U' , \5-n^ . . . \J'^ ,... 



PERIODICO 
xe 5 è pari, ed è un divisore della 
il quoto intero P, nei rispettivi 
simmetrici al primo, e di piit è it 

Si tratta di dimostrare che i 
pendente da a, b, «. 

Se infatti nella (7) sostituiamo 
qualunque valore di n e 5 

e per conseguenza cangiando n in i 
U,.UVa-U'„U„-* = ( 
segue quindi 

Un+a U'n ~ U'„+a Un = (- 1)* 13 

«d anche 

Un 

Ma la successione U' che ha pei 
trari a, h' può supporsi in particoli 
a' =^b' ^ 1, ed allora è U't = wt e 1 

Un 

La dimostrazione del teorema 
simmetrico al dato, ma appartene 
dunque del quoziente 

• Mn+HJ 

Qui conviene ricorrere alla fc 
3Ì ha intanto 

"n-M = «'1 

e se inoltre ai considera il gru 

Mfl-l, 

SÌ ha per la solita formola (3" 



PERIODICO DI MATEMATICA. 11 

Per la dimostrazione conviene premettere alcune semplici consi- 
derazioni relative alla successione u. Denotando p ed n numeri qua- 
lunque sappiamo che è per la (1) 

!ip+„ = l(p «„+i -|- Hp_i Mn . 

E supposto p>n {ciò clie ò lecito perchè p ed m sono permuta- 
bili) si consideri il gruppo simmetrico 

Mn, «0+1 ,«p,«p+t. 

Applicando il teorema del n. 2, come altre volte, si avrà: 

«d+I «p — «n Mp+1 = {— 1)" «p-ii 

che sottratta dalla precedente dà la seguente 

Mp+n — (— 1)° Wp-n = M« (Wp-l + Mp+l)-' 

Ora tornando alla U si costruisca l'espressione Up+n — { — ly'Up-n- 
Tenuto conto della (2) risulta 

Uh-h— (— l)"Up-n = (a«p+„-2+Ì«P+n-l) — (— l)"(«Wp->'-l+''«p-n-l) 

da cui 

UH-n-(-l)"'Up-n=a(«p+„-^-(-l)°«p-.-a)+6{l.p+,.-l-(-l)"«p-„-l) 

Ma se nell'ultima relazione tra le sole ur si muta ima volta p ìn 
p — 2 ed un'altra volta p in p — 1 si trova 

Uf+u-2 — i— 1)" «p-n-2 = Wd (%-S + «p-l) 
«p+n-a — {— 1)° «p-n-1 = «11 (l/p-2 + «p ) 

e quindi sostituendo 

Uj-f n — (— 1)" Up-o = Un [[a«p-i + 6mp ] + [aup-a + frup-sj] 

e poiché le due quantità entro le parentesi inteme sono, a causa 
della (2), rispettivamente uguali ad Up+i, Up-i cosi avremo ancora 

Un-n - (- 1)" Up-„ = H„ (Uh-1 + Up-0 

dalla quale mutando n in mp una prima volta, poi in Xp e divi- 
dendo le due relazioni ottenute si ricava 

Up-fme — ( — l)"^ Up— mg «mg 

Up+ip — (— l)*" Up-,le ~" MJfi 

Poiché il secondo membro è indipendente da p, a, b sono dimostrate 
la seconda e la terza proprietà contenute nell'enunciato del teorema; 
in quanto alla prima risulta pure immediatamente osservando che il 
quoziente -^ é intero soltanto e sempre che sia mp multiplo di Xp, 
cioè m multiplo di X, come abbiamo dimostrato al n. 5. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 
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Bicerclieremo quindi la condizione necessaria e sufficiente perchè la 
detta trasformazione si possa fare esattamente, e considereremo poi il caso 
particolare di p=^lO, 

Indicheremo per brevità con T la trasformazione di cui si tratta. 

Premettiamo il seguente 

Lemma. — Se qi, qs • . • <!■ sono hìinori di p, ed -r- è minoì'e di —, la 
somma 

è minore di 1. 

Infatti, se nei termini della somma (A) in luogo di ^i (i = 1, 2, ... 5) 
si pone {p — 1), che ò il massimo elei valori che può avere gì, si trova 

p-ì , ?)-! p-1 h_^ {p—l)(p^'^^p''^-j-.,.+ì) h_ p--ì h 



p 



p 



h 1 

e poiché -7- <I — r 1 si deduce 



ìS 



1 I ^ . 



p9 

e quindi a maggior ragione la somma (A) sarà minore di 1. 

Teorema 1®. — La trasformazione T si può sempre effettuare ed in 
un solo modo. 

Infatti si divida mp per n, sia qi la parte intera del quoziente ed r^ 
il resto; si divida r^p per n, sia q^ la parte intera del quoziente ed r2 
il resto; .... si divida r"~^ p, per n, siag. la parte intera del quoziente 
ed r il resto. 

Dobbiamo distinguere due casi: 

V r. = 

2® r. I> 0, ne è possibile trovare un resto nullo. Sia nel primo che 
nel secondo caso avremo i due gruppi d'eguaglianze: 



(B) 



mp 



n 



j ^1 



r. 



n 



n 



r.-i p 
p 



= q. 



r. 



n 



(C) 



m 



r, 



n 
r, 



p ^^ np 



7\ 



?</> 






'\-i 



r. 



np 



■>i 






e i numeri g^, q% » ' » q» saranno minori di p. 

Addizionando le (C) membro a membro e sopprimendo nell'eguaglianza 
dedotta i termini comuni ai due membri, si trova nel 1^ caso 



m 



n p ' p * ' p" 
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nel 2* caso 

r, 1 

e Biflcome —^ < — perchè r, < n, la prima parte del teorema è dimo- 
strata. 

Supponiamo ora di aver trovato mediaote due procedimenti diversi 
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da cui bì deduce 

c 

ed il teorama è completamente dimos 

OssEKVAZEONB. — Nei COSO in cui 
la trasformatione T si jiuù e/felluare 
jierché minore di — , dooe s si pud i 

Teorema 2". — Per vna frazione 
lenaa a*"'"* perfetta. In trasformasiont 
tamente, e il numero dei termini é e. 

Infatti operando con la frazione — 

non divisibile per p) come si è opera 
i quozienti incompleti </j, 7, ... y, ed i 
reato della, divraione di ap per ;>■, r, 
per p*, i,p per p', r,-,p per p»; dui 



Teorema 3". — io condisione nece. 

frazione propria — irriducibile la tr 

esattamente è che i fattori primi di n 
la tr asforma iione T è e^elluaòile, il : 
equioale alla frazione data è uguale 1 1 
ha una potenza di p divisibile per u. 

La condizione è neoeeaaria. lofatti ' 



.21 



+ ^^ 



ed esaendo — irriducibile, p* dev'osaen 
primi di n devono esaere fntiori primi 
La condizione ó sufficiente. Infatti 
tori primi di p, potremo trovare una pi 
cola, divieibile per n ed allora avremo 
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e pei' il teorema precedente — si potrà trasformare esattamente nel modo 
detto e il numero dei termiui sarà s. 

Osservazione. — Se gli esponenti dei fattori primi di p sono eguali 
ad 1, e i fattori primi di u sono fattori primi di p, la piii piccola po- 
tenza di p multipla di d è quella che ha per esponente il piti grande 
degli esponenti dei fattori primi di ti. 

Se è data una frazione — maggiore di 1, si divida b per n; aia g* la 
parte intera del quoziente ed r il reato; avi-emo 



esKendo — < 1 ; e quindi la frazione data si potrà trasformare nella 
somma 

esattamente o con un errore assoluto minore di — , operando sulla frn- 

tione — la trasforniaaione T. 
n 

Supponendo p ^ IO risultano dai teoremi precedenti le seguenti pro- 
posizioni: 

a) Una frazione SÌ può trasformare in un numero decimale esatta- 
mente con un errore assoluto minore di una unità di un ordine deci- 
male qualunque. 

Infatti la frazione data si potrà, per quanto abbiamo dimostrato, tra- 
sformare nella somma 

m ^+^ + ^' + --- + ii^ 

esattamente o con un errore assoluto minore di -r^ ; essendo la somma (F) 
un numero decimale, che ha q per parte intera a per cifre decimali 
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dove, calcolando il segno di un medesimo termine nei due membri, è 
tosto verificato che, nell'estrazione di radice del secondo membro, 
a questo compete il segno positivo appunto, come si è posto. 

4, Dalle (5) e (6) è facile ora dedurre l'espressione dei minori di 
primo ordine di sì. Indichiamo in generale con Dij il complemento 
algebrico di ff,j in D, e con A(||)(tk) il complemento di ctdjjd,!,) in A. 
Poniamo 

j„ = l, j,. = 0(r=l=»). 
Per tal modo i determinanti 

D.(sf), D.(j), ii« , i«(i,) 
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1} ^ 

2 

primi indici sono fissi, e nella stess' 
i secondi, h espresso per D nd mode ■ 

r = ±2 i 

in cui il segno dipende dall'ordinaim 

8. Applichiamo ancora la (11) e ' 
a) Si supponga D un eniisinir . 
Allora dal noto teorema D ^ 

A = , ^ 

Supponiamo invece D d'ordine i i 

D = {1,2,; 

e indichiamo con [ij] il pfafliano che : 
mendo gli indici (, j, considerato con : 
Ricordando allora che 

D,. = (l,2,a. 

le (1) ed (11) diventano 

i=(l,2,3,, 
A(„x„.)=e(l,2,3,...M)''- 

In virtù poi della formola (12) e 
che, formando gli elementi 

?(u:(uk) = [ifiì [jl I 

e con essi il determinante 

B = [^cg 

questo è dato dall'espressione 

B = 2".{1,2,3,. 

ò) Facciamo ora l'ipotesi che il 
ad esempio destrorso. In tal caso si 
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Cobi la (a) è dimostrata. Essa vale per og i 
per tali due valori di x si ricade nella fi 

lare: :c = , ■ ; si ha allora: 



Ma ai fatturi del prodotto 



si poasoDO sostituire i residui quadratici ( 
si ha 

(2) Tp^(-1)=" 

cioè: Per ogni numero primo p, il prodot : 
diminuito di 1, è divisibile per p; victver i 

2. Riprendiamo la (1). Si può s 



,_ y-3 , y-l _ 
2 ■ ■ 2 



così sDalogamente 



{ '-^1'- 

ì {3. 5. 7. 9... (2,-1))' i L; 

Se la formala è vera pel valore jti di ;/, 
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ed il punto ove il primo incontra AiA; (punto medio di A|Aj) è il simmetrico 
rispetto a G del punto ove il secondo incontra lo spigolo opposto AkAi (punto 
medio di AtAi). Risulta Allora che, allo stesso modo come i 6 piani Yìj fonnano 
un angola quadrispigolo di vertice 0, i sei piani Sj fonnano un angolo quadri- 
spigolo il cui vertice è il punto simmetrico di O rispetto a G, il quale ìn virtù 
di un teorema di MongoC) è l'ortocentro H del tetraedro. 

.2. È facile vedere che il trispigolo diagonale dell'angolo quadrispigolo dei 
piani Yij ha P^r facce i 3 piani antiradicali ("} delle tre coppie dì sfere descritte 
sulle coppie di spigoli opposti del t«traedro considerati come diametri (*"). Sì de- 
duce quindi che le facce del trispigolo diagonale dell'angolo quadrìspigolo dei 
piani S{j sono i piani radicali delle stesse coppie di sfere. Entrambe le terne del 
piani sono costituite da piani perpendicolari alle 3 cangìungenti lo coppie di punti 
medii degli spigoli opposti. 

3. È noto che se Oj , ti , h , f* sono i piani condotti da perpendicolarmente 
alle mediane del tetraedro partenti da Ai, Ai, Ai, Ai per ogni punto M del 

piano h si ha; 

3 MA? = MA^' + MAk' + MA,' ("") 

ove i,j,k,l sono, indipendentemente dall'ordine, i numeri 1,2,3,4, Possihmo 
aggiungere die: l'angolo lei ratdro dei quattro piani Pi, pj, Pi, fi i annonicamtnU 
cìrcoacritto all'angolo quadrìspigolo dei piani ir,, cioè le tre coppie di spigoli 
opposti dell'angolo tetraedro dei piani p si trovano sulle tre coppie di facce del- 
l'angolo tetraspigolo dei piani Yij ed il triedro diagonale del primo coincide col 
trispigolo diagonale del secondo. 

Infatti, per ogni punto M comune ai piani f i , fi si ha: 

3 MÀi' = MAÌ" -f MT,' + MAI' I 
3 MAI' = MaT' + MA,' + Wu' i 

e sottraendo; 4MAi* = 4MAs*, ossia MA| ^ MAj. Sicché il punto M si trova 
anche nel piano 711. Inoltro la prima delle due equazioni (1) per MA| — MAi si 



MAi' + MA,' = MA,' + MA»' , 

e ciò ìndica che il punto M si trova pure nel piano antiradicnle delle due sfere 
descritte su AiA, ,AiAi come diametri. Potremo quindi alTermare che i piani pi^/ 
si incontrano in una retta che è comune anche al piano yìj ed al piano antiradicalt 
delle due srere descritte su AiAj e sullo apigolo opposto come diametri; ed il te 
rema è con ciò dimostrato. 

Da ciò che precede si ricava pure che l'angolo Itlratdro formato dai j 
tiirS'ii'i. P» eondotli da H perpendirolannenU alle mediane uscenti da Ai, Ai, 
i annonicniiienle circoscritto all'angolo giiadriapìgolo dei piani B,j, 

i. Vogliamo ora ricercare la relazione che passa tra le distanze di un 
di un piano p'i dai 4 vertici del tetraedro. Siano A'i , A'a , A'3 , A'^ i s 
di AiAiAiAi rispetto a G, avremo allora; 

3FA7' = PA^' + PA7' + Pri' ecc. 
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MA, = MA', si avrà : 3 MT",' = MaI^ + MA^' + MA?, e quindi il punto M si trova 
anche nel piano fi corrispondetite al tetraedro A'iAtAsA4, Risulta cosi dimoatcato 
che, quando il panto Ai sj muove sul cìrcolo ii del piano ic, i piani ^i corrispon- 
denti passano per un pnnto M inviluppando un cono di secondo grado. Recipro- 
camente nn punto M dà luogo ad uno solo di siffatti coni, perchè non può esistere 
nn altro circolo che dia luogo pure ad un cono di vertice M. 

Facendo variare il circolo ji sa ir ai avranno co' coni di secondo grado, i cui 
piani tangenti sono i piani pi, ed ì cai vertici sono tutti i punti dello spazio. 
Risulta da ciò dimostrato che l'inviluppo richiesto è nna qnadrica. 

7. Nelle stesse condizioni del paragrafo precedente, quale è l'inviluppo dei 
piani ^'i condotti dagli ortoceutri perpendicolarmente alle mediane passanti per i 
vertici .\i? Dimostreremo che tali pioni passano per uno stesso punto M. 

Dal baricentro Gì di AtAiAt si abbassi la perpendicolare GiP al piano n, e 
sia M il punto ove essa incontra il piano ?'i corrispondente od un punto A, di Ji; 
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« Be I è il punto comune n detta mediana e alla retta CD, risulta subito dalla 
considerazione dei triangoli simili ICC", IDE, che 



) perciò I . (a' + b' +2c') può riguardarsi il baricentro dei punti D .', 
B è anche 



lE a' + b ' 

I. (u'+f +2<;') può ritenersi come il baricentro dei punti C'.i"' +6). E . 2c' . 
Infine E,2c' è il baricentro dei punti k".c',B",e' e Hi,3b'+&' è il baricentro 
dei punti A' (2n' + 6') + B {a' + 26'), e quindi il baricentro del tronco di prisma 
coincide con il baricentro dei punti 

A-.(2n- + 6' + e'), B-.(a + 26' + /), C. («' + &+ 2d ), 

cbfl 6 quanto volsvaai dimostrare. 
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5". Il luogo del punto H è u 
presa fra questa curva ed i suoi i 

tJ=|(< 

Sì osservi che le aree delle curve 
e per rt = 56. 

(>". Il luogo del punto H' è u 

presa fra questo ed i suoi asintoti 

7". Il luogo del punto K è la 



5. Si consideri un circolo di e 
situati sopra uno stesso diametro 
un punto variabile del circolo. 

1°. II luogo dell'ortocentro de] 
l'area compresa fra la curva ed i si 
ferenza per il doppio dell'area del 
del cerchio dato. 

2". Il luogo del punto di Lenii 
punti associati si compone d'un'ellis 

6. Si consideri un'ellisse e e il e 
per diametro la somma degli assi 
ABC inscritti a e e circoscritti a e. 
dei lati BC,CA,AB con e: 

1" la perpendicolare condotta \ 
lisse fissa; 

2" questa perpendicolare e la 
sopra un'ellisse fìssa; 

3" il luogo delle proiezioni di t. 
della quale si domanda l'area; 

4" le perpendicolari abbassate r 
C'A', AB' concorrono in uno stesso p 
luogo dì questo punto. 

7. Se ai prendono per ordinata ei 
assi ortogonali le distanze del centri 
della normale in un punto variabile 
una quartica costituita di due ovali. 
eguale a quella delle podaria del cei 



PEKIUDICU DI MATEMATICA. ÓÒ 

Si banao xllora quattro tangenti reali, due isolate (la retta all' so tangente uei 
ciclici e la i = -t" n V + 3) e due coi contatti reali. Gli otto contatti stanno sul 
eercliio x' + i/' + 2nj; — tio'^Oe le quattro tangenti concorrono nel punto all'oo 
(Iella perpendicolare ad AB. 

Altra forma dell'equazione della curva è 

[3/ + x'- Gax + G',y = 4 [3;,' {x' + •/ - 2aj:) + {x' - Sax + a')']. 

il secondo membro uguagliato a zero dà l'equazione complessiva delle quattro 
limanti doppie immagiuarie; il primo membro una ellisse che passa pegli otto 
contatti delle tangenti medesime. I doppi A,B sono coniugali rispetto tale conica. 

Xota, — Il cbiar.'°° prof. RetaU ottiene la costruzione della quartica nel se- 
guente modo: Uiia retta x — m tagli in P„ il cerchio x' + y'~3ii'=^0: centro P„ 
ai descriva un cerchio ortogonale a quello il cui diametro è AB. e che tagli la 
retta in Pi. Pi: tali punti appartengono alla quartica. 

Ora aggiungo che le tangenti a tale curva in Pj.Pi e la tangente al cerchio 

x' + n'- 3-7* - 

in P„, concorrono in un medesimo punto posto sulla retta x = Sa — ni. Ciò dà 
un modo semplicissimo di tracciare le tangenti alla curva. 

Inoltre i cerchi circoscritti ai triangoli APiPi,BPiHj sono uguali ed hanno 
i centri pure su cerchi uguali al cerchio a:' + p' — So* ~ 0. 

Finalmente In superficie compresa liei due cappii in cui è divisa la parte reale 
della curva b.i per misura totale 

n'[4V3"+3«]. 

500. Sono dilli in un pillilo due cerchi K', C ed AB sono i termini del 
diametro di K' aidla tinra dei centri; da un punto variabile P di C ti conducono 
la perpendicolare p ud ''-AB[ e la tangente ,P<t>| a K'. Determinare il luogo dei 
punti d' inltmetiane di f con te rette ]"iA' , imBi , clie uniscono il punto di con- 
tatto in con A. e ìt. 

V. Retali. 

Risoluzione del comandanla E.-N. Barisien di Cattanti n« polì. 

Sieno l'equanioni dei circoli K' e C e delle rette Pto] e ;i 

(K") x' + 'j'-n^^O. il) 

(Ci (x — a^' + n' — n'^O, (2) 

( IVI j cos? + 1/ seu ;, - R = 0, (3) 

(p) X = X. (4) 

essendo !f l'angolo del diametro di K', che passa per ui. col diametro AB. Cono- 
scendo le coordinate di A(R, 0] e di lofRcosp, Rsen?}, si deduce che l'equaiiona 
della retta (Aiu) è 

(.A<.>) Xseu*. + y(i-cosq>)-R«env-. (5) 

Si avrà il luogo del punto d'incontro di (.\ioì con p, eliminando x, g e f fra 
le nltime quattro equazioni. Facendo J — X nelle (3) e (ó), queste equazioni di- 
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nicamenta medisinU G e y. (*) I punti Pi e F 
& K' ed <o, e allineati con G. bì corrispondo 
«TSate G per centro e g per asse d'omologia 
di Pi è (teorama notissiraol U conica R' cor 
Eirst Avente G per polo e K' per conica dei 
la conica omologica armonica di R' , G centr 
peri due pnnti imaginarl coojugati (r,tu) e 
ch'è separata armoDicomente da r mediante i 



500> Dimostrare che 



i: 



' j.\'\. die 
\U-U 



RiMluilone del prof. V, Retali e del tig. V. Golii 

Se poniamo 



(11 «^ = ^(^' + 5 

l'integrale definito proposto rappresenta dunqut I 
l'asse dalla x e l'assiutoto reale d'inflession 
qneet'area pongo y^^ xl :^ xtgd: le equazioni 
naie (1) sono dunque 

B) -otW- » = i 

« abbiamo snccessivamente : 



cbe 

/ (3onS|'"rf* = 
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2". Se S' td S indicano gli archi OB ed OA, si ha 
■ ^ _2(13tl3 — ■ 



117 V 13 

E.-N. Babisien. 



Rlwluilon* del prof. V. Rtlall. 

DalU y* == -j- abbiamo, derivando due volte, 



e le coordinate (E, i]) del centra di curvatura ne) punto l,x,y) sono 

,_ _ , 1 + y' ^(9x+2t) 

^ ' ^ f -He 

y" zik 

dalle qaali, ponendo ;r = k. troviamo per le coordinate del punto B, centro di 
curratora relativo ad A (jt, k). 



ma l'arco OB^S' della sviluppata essendo uguale al raggio di curvatura AB, 
abbiamo subita 



Calcoliamo ora l'arco S: 
e, posto ik + ix = z, 

i = ( 13 Ì'l3 - S 'j 6 ^ 2(13 Via -g) _ 
S' l 27 r 13 via 117 Vl3 

L'area AOA' è espressa da 

2t' 



-/'-"wX'- 



rfl'^ 



> breve ma pur facilissimo: abbiamo 
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ossia, sviluppando e ordinando riapetto a I, 

— af' + yC — 3(ir' + 3(/i* + |2 ar — 5 

il rapporto della somma al prodotto delle radi 

e la somma delle inverse delle radici è esp 

che il parametro t à proporzionale all'ordÌDat 
subito che il rapporto indicato nel teorema 1° i 

nel teorema 2" è la retta per l'origine 

hff + 2ax = 
dove it è la costante. 

•>1^« Essendo S, la proitzione del centrt 

lidia tangente in itn imnlo M e S' il $immetrii 

1° che l'equazione del htogo di S' riferita 

S-ì-yT(xT + yi) 
2° che l'area racchivaa fra gii assintoti i 



RlMluzione dei prof. V. Retali e del sig. V. Galisi 
Steno A e B i due punti ove la tangente . 

Or, Oy: posto MO = p, iJoA = 9 abbiamo AM 

nate rettangolari X, Y di M sono 



X = A-VcotH, y = i 



-ei = fcV2sen2l*.i 



le coordinate (x, y] di S' son dunque 

j = 2X — a:' = 2k- I'mÌsS . ■ 



queste sono le equazioni parametriche del hiogc 
cando e dividendo membro a membro si ha 



xg = 4t= . s 
^ = tg'd 
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nieamrnte i aeguitnti BH t CH. Gii otto punti così olUniili sono in un eercliìo di 
centro A reBptltiromrnte al qttaìe i poli drlle alitile Btì, t CCi sono rtspettiro- 
mente Q t B. 

D. Valbbi. 

Ritoluziana del prol. V. Ratall. 

Il centro del cerchio conjiigato rispetto » an triangolo dato è l'ortocentro del 
triHDgolo: dunque il cerchia A* conjagato rispetto aI triangolo BHC lia A per 
centro e passa per gli otto punti indicati n ni l'enunciato del teorema che è così 
dimostrato. 

Ossfremione. — Si hanno cosi quattro cerchi A*. B', C, H', tre dei quali tono 
reali e l'altro (relativo n qnello dei punti A, B, C, H che è intemo al triangolo 
formato dagli altri tre) immnginnrìo di piimn specie. Ognuno dei qiwtiro cerchi 
sega ortogonalmente gli altri Ire (è TJacobiano del siatema formato dogli altri trej, 
ha il csDtro in uno dei quattro punti A,B, C. H ed è conjugato al triangolo for- 
mato dagli altri tre: diiii cerchi gnaliinque della guaterna si segano in due p'inti 
reciproci rispello ad ognuno degli altri due. Se ì tre cerchi reali sano prr es. A',B'.C'. 
se cioè il triangolo ABC è ttcutangoìo, le corde di questi cerchi parallele .respeitica- 
mente ai lati BC. CA, AB sono eguali. Proponiamo al lettore la dimostrazione di 
questi teoremi; la quaterna di cerchi ora considerata è importante anche perche 
identica a quella dei cerchi focali di una quartìca hicircolare e di una cubicn ciclica. 
Cfr. " Sur le doublé contact etc. , §8; Mem. de la Snc. rodale des Se. de Liége, 
t. XV'III, e Periodico di Matematica, t. XIII, pag. 109. 

&■ •• Costruite ancora le due prime coppie di punti come nell'esercizio pre- 
cedente e determinate inoltre snllt altezze BBi e CCi le coppie di punti equidistanti 

respe'.lieameiile da B e da Ce che dicidonn ormonicamente i segmenti B|H. * CiH 
81 hannn otto punti che sono in un'iperbole equilatera di centro A rispetto alla 
quale i poli delle altezze BB, e CCi sono respetticamrnte Ci e B|. 
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F. ExRHjUES. — Questioni rigwirdfinti la Geometria elementare. Bologna, 
Zanichelli, 15)00. 

L' iden di qiiestn ractolta, è stata suggerita al cbiariasimo prof. Enriques 
della UniversiCÀ di Bologna, come dichiara egli slesso nella prefazione, dalla rac- 
colta di conferenze pubblicate dal Klein in occasione dell' Eaposizioiie dj Chicago. 

E l'idea è veramente ottima. In quattordici articoli sono trattate da vari 
autori quasi tutt« le qiiistioni più importanti, cho interessano la geometrìa elemen- 
tare, in gnisn che ogni insegnante di scuole secondarie trova in questo libro il 
mezzo di mettersi al corrente di quanto interessa il suo insegnamento. — Ci pro- 
poniamo di analizzare piìi ampiamente in seguito almeno i piit importanti fra i 
suddetti articoli, per ora ci limitiamo a dare l'elenco dei medesimi. 

Abticolo 1. — Kariqiin, Sulla importsnza scientifica e didattica delle qui- 
Btioni che sì rifei'ìscono ai principi della geometria. 

Articolo 11. — AmnUU, Sui concetti di retta e di piano. 

Akticolo 111. — Gii'irdiicci, Della congruenza e del movimento. 

Articolo IV. — Vilati, trulle applicazioni del postulnto della continuità nella 
geometria elementare. 

.Articolo V. — Aiiiiildl, Sulla teoria dell'equivalenza. 

.Articolo VI. — Boni'la, Sulla teoria delle parallele e sulle geometrie non 

Articolo VII. — linroaì, Sui metodi elementari per la risoluzione dei pro- 
blemi geometrici. 

Articolo Vili. — Diutitìt, Sulla risoluzione dei problemi geometrici col 
compasso. 

Abticolo IX. — Giaconiini, Sulla risoluzione dei problemi geometrici cogli 
istruinenti elementari. 

Articolo X. — Ca$leliiuoco, Sulla risulubilìtà dei problemi geometrici cogli 
istruinenti elementari. 

Articolo XI. — Enriques, Sullo equazioni algebriche risolubili per radicali 
quadratici e sulla costruibilità dei poligoni regokri. 

Articolo XII. — Daniele, Sulle costruzioni dell'ettadecngono regolare. 

.\kticolo XIII. — Conti, Problemi di terzo grado: Duplicazione dei cubo. Tri- 
Hezione dell'angolo. 

.\riicolo XtV. — Cnlò, Sui problemi ttiscendenti e in particolare sulla qna- 
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Num. 13-14. — Concorsi a premio. — BiinirìH. Il postnlsto del movimento. — 
Giiffiai, I pesci luminosi dei nostri mari. — Bitzii, La genesi ecc. Icontinuas.). — 
Ciniuhrrliai, Esercizi di calcolo mentale per In 4' a 5* classe elementare. — iil , 
Didattico. — Rivisto bibliografica. — Cronaca: Adunanza di profeasori di mate- 
matica tenuta tn Bologna. — k proposito delia prova scrìtta di matemotica. 
Thè Mathematical Gazellc. 

Voi. I, num. 21 (Maggio 19001. — /.*. W. Gtiienr. Sul modo di insegnare le 
potenze con esponente qualunque; esame del modo iniglioi-e di dare In definizione 
di tali potenze nell'iusegnamento secondario, ^ Rivista bibliografica. — l''>'".l 
J. Henicooil, Sulla proposizione fondamentnle collegata all'annullarsi di un deter- 
minante: breve dimostrazione del teorema che la condizione acciocché n equazioni 
lineari ad n incognite, omogenee, abbiano soluzioni diverse do zero è l'onnul- 
larsi del determinante dei coefficienti. — Problemi e soluzioni. 
UnlerrJchltbiatlar fllr MaUiematlli und NaturwiHensclwtten. 

Anno V (1899), fase 4°. — Oltre ad articoli riguardanti le scienze naturali 
troviamo: F. PitUktr, Sistemi e metodi nell'insegnamento delle scienze esatte 
I con tin nozione e fine). -~ Recensione sulle opere; 1°. Primo periodo dell'insegna- 
mento geometrico in Quarto (Ostern. 1S96). 2°. 11 secondo anno dell'insegnamento 
geometrico nel fiinnosio (Ostern, 1897) di SchntU, Erntsl W.'g. e su tre opere 
didattiche di E. Sebtillx, dedicate alle scuole operaie. 

Fase. 5° (1899). — L. Kieiterl, Sullo matemotica delle assicurazioni. (Fatta 
una breve storio dello eviluppo dell'idea dell'assicurazione, di cui trovonsi tracce 
già presso gli antichi Greci e Romani, l'A. discute sui metodi che riguardano il 
-calcolo dei premi). — B. Habenìcht, Semplificazioni all'insegnamento geometrico, 
specialmente del primo anno. (Il metodo che l'A. sviluppa è fondato sulle seguenti 
norme: 1° di non servirai di figure, bensì di modelli di carta, latta, lil di ferro, 
2° di non stabilire mai una defininlzione se non dopo aver fatto acquistare ol- 
l'alunno un'esatta conoscenza dell'oggetto che sì vuol definire. 3° di dedurre le 
proprietà degli enti dn osservazioni empiriche e dalla considerazione di casi portico- 
tari, poiché * longum Iter per proecepta et demonstrationes, breve per exemplo ,). ~ 
A. Richler, La nautica in relazione all'insegnamento trigonometrica [L'.\. si pro- 
pone di provare con alcuni esempi l'utilità di trattare, nell'insegnamento trigo- 
nometrico, problemi che si riferiscono olla nautica], — Recensione dell'opera: Erter, 
(ìli elementi delle coniche trattati atnteticomente, 5* ediz. Teubner, Leipzig, 1S9S. 
FoBC. 60 (1899). — L. Kieperl, Sullo matematica delle assicurazioni (cont. e 
fine). — B. Schmidt, Analogie fro i pili importanti concetti o leggi delia idrodinamica 
e della teoria dell'elettricità. — B. Habenickl, Semplificazioni occ. (continuazione e 
fine). — Lavori del congresso dei Direttori dello Schlewig-Holstein suU'iinparti- 
lione dell'insegnamento dello matematica. — K. A. Mnyer, Nuovo compasso pa- 
rabolico. — Recensioni delle opere; H. v Htlmhnlu, Lezioni di fisica teoretico, 
V"ol. V. Lezioni sullo teoria elettromagnetico dello luce. Hamburg e Leipzig, 1897. — 
F^ttkner, Di: Hugo, Manuale di geometria per l'insegnamento matematico negli 
Istituti snperiori. Primo parte: Geometria plana. 3* ediz. migliorato. Otto Salle, 
Berlin, 1897. — Ganter, Di; H. e Budio, Di-. F. Gli elementi dello geometria 
analitica a uso degli Istituti superiori con numerosi esercizi. Primo porte: Lo 
goom. anal. del piano. 3* ediz. migliorata. B. G. Teubner, Leipzig, 189T. 
6) orna le dì Matematiche. 

Maggio-Giugno (1899). — Alcide da Porto, Sulla generazione, per stello reci- 
proche, delle quadriche ad un numero qualunque di dimensioni (continuai, e fine). — 
Arturo d'Aleesandro, Sui Gruppi Hamiltoniani. (L'A. dopo aver riassunta una me- 
moria di Dedekind (Ueber Gruppen, deren sàmmtlicbe Theiler Normaltheiler sind 
Mnth. Ann. Bd. 48) dìi delle nuove relazioni ed inoltre una semplice (ormola per 



PERIODICO DI MATEMATICA. *l 

PER. EUOENTIO BELTB.AI»iI. 

Lk fncoltà (li mateDinticlie dell' L'nìveraitk di Roma si è costituita in comjtntn 
ptr onortiro U inemorin dell' illustre estinto, ed ha giustamente pensato che il 
moiiiiiiiejttt) {'ili diiratitro, che si potesse immaginare è quello clie egli si è costruito 
da uè slesso. — il Comitato lia aperto quindi una sottoscrizione fra tutti i coltoli 
della malcmnlica nllo scopo di pubblicare la rnccolta completa delle opere di 
Eugenio Beltrami. 

I sottoscrittori per almeno 50 lire riceveranno una copia delle onere completo di 
E. Beltrami. 



GorrcoRsi a. fremio 

DEL R. ISTIT. VEKETO DI SCIENZE, LETTERE ED ARTI. — Premio <U foiulci- 

zioiie Queruli Stampalta. - Concorso per l'anno 1902. 

Teh>. ^ I carattrri projttlifi drìU »uper/jcie algebriche a lìue diiiiensioni dello 

Tali carolltri t le loro relazioni numeriche sono già conotcìtiti per le ciirre 
algebriche ai-che di un') npazio nrf l) dimensioni. Sono jiiire siati shtiiinii quelli 
deìU s'/perficie dello spiixio ordinario ed alcuni delle siipei-ficie degli spazi eii/ieriori. 
Il tema propone la slessa ricerca generale per te superficie a due dimensioni della 
spazio {lineare) orf ii dimensioni. 

Negli nllimi anni si i svolta la geometriit sopra «no superfirìe algebrica gene- 
rale, per inerito y-rlicoloraiente di geometri italiani e francesi, lenendo conto dei 
caratteri della miperficie che rimangono invariati prr trasformazioni birazionali. 

Geometricamente è pure importante dì ciinoscere t caratteri che rimangono in- 
tariati per trasformazioni projetlire, le relazioni fra loro, e come queste si modi- 
fichino col modificarsi di alcuni di essi. 

Potranno ancbe essere premiate ni 
tameiite il tema. — Il concorso rim» 
premio è di L. 3000. 

Discipline relative a questo concorso. — Nniiionali e stranieri, eccettuati i mem- 
bri effettivi del Reale Istituto Veneta, sono ammessi al concorao. Le Memorie po- 
tranno essere scritte nelle lingue italiaua, francese, tedesca ed inglese. Tutte poi 
dovranno essere presentate, franche di porto, alla Segreteria dell' Istituto medesimo- 
Secondo t'uso, esse porteranno un'epìgrafe, ripetuta sopra un viglietto suggel- 
lato, contenente il nome, cognome e domicilio dell'autore. Verrà aperto il solo 
viglietto della Memoria premiata; e tutti ì manoscritti rimarranno nell'archivio 
del R. Istituto 8 guarentigia d<>i proferiti giudizi, con la sola facoltii agli autori 
di fame trarre copia autentica dalla Cancelleria dell' Istituto, a loro spese. 11 
risultato dei concorsi sì proclama nell'annua pubblica solenne adunanza dell' Istituto. 

La proprietà delle Memorie premiate resta agli autori, che sono obbligati a 
pubblicarle entro il termine di un anno, dietro accordo colla Segreteria dell' Isti- 
tuto per il formato ed il caratteri della stampa, e per la successiva obbligatoria 
consegna di 50 esemplari delle medesime. Nella stampa del lavoro premiato, l'autore 
lia l'obbligo di premettere la intiera relazione della tliunta esaminatrice del R. Isti- 
tuto. Il danaro del premio non potrii conseguirsi, se non dopo aver soddisfatto a 
(jueste prescrizioni. 

L'Istituto, si mantiene il diritto di fare imprimere a proprie spese, quel nu- 
mero qualunque di copie, che reputasse conveniente. 

Acrertenza. — Ogni premiato dorrà pagare sotto forma di trattenuta sul premio 
aggiudicatogli, l'importo della tassa governativa di Ricchezza Mobile (93.1Ó per 
mille). 
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Al momento in cui il l'i'rioilica stava per essere stampato, 
una funerea notizia ha immerso nel lutto tutta l'Italia. 

UMBERTO I 

il Re mite e generoso, il figlio del Re galantuomo, il discen- 
dente di una stirpe d'eroi, il gentile cavaliere della patria e 
della carità, lia esalato la sua grande anima sotto i colpi di un 
vile assassino. 

La morte, che egli aveva sfidata impertemto. e che non 
aveva osato colpirlo sul campo cruento di Custoza. presso ai 
letti dei colerosi di Busca e di Napoli, tra le rovine di Casa- 
niicciola e nelle inondazioni del Veneto, la morte che egli aveva 
sognato sul campo della gloria, per la grandezza della sua patria 
diletta, lo ha sorpreso a tradimento al terzo attentato, come 
un volgare tiranno; lui, il più liberale dei Re. 

Tutta la parte sana della Nazione, ossia la gran maggio- 
ranza di essa, che a lui guardava come ad un faro, che nella 
unione indissolubile della Monan^hia, eletta dai plebisciti, col 
popolo vedeva la grandezza d'Italia, rimane sbigottita e com- 
mossa dinanzi alla grande sventura, e si domanda con terrore, 
se la stella che presiede ai destini d' Italia, chtì dal campo fatale 
di Novara la guidò trionfante al Campidoglio, si sia offuscata ; 
ma le parole che il morto Re rivolse al paese, appena assunto 
alla suprema dignità regale, e che pochi giorni fa. quasi pre- 
sago della sua prossima fine, ripetè come suo testamento " (7 
He è morto imi le istituzioni non muoiono „ si levano come pro- 
messa e speranza. 

Non può ammetterei che l'opera grande del risorgimento 
e dell'unità d'Italia, opera di migliaia di martiri e d'eroi, opera 
di geni, che il destino creò per la fortuna della patria, sia messa 
a repentaglio per l' insano furore dì un pazzo malvagio, e per 
l'infamia uei pochi malfattori che lo hanno pervertito, e gli 
hanno armato la mano. 

Il sangue gentile di Savoia, iniquamente sparso, ricada, più 
che sul volgare assassino, su coloro che rnaimo spinto al 
delitto, su coloro che facendo balenare dinanzi agli occhi delle 
plebi incoscienti ideali utopistici, le hanno corrotte ed hanno 
scatenata la bufera. Come olocausto pacificatore, valga a ren- 
dere a tutti il senso della rettitudine, della verità e della giustizia; 
ed allora nel gelido avello le ossa del Re martire esulteranno 
per l'estremo servigio re.so alla patria. 

(>. Lazzeri. 
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Italiani: 

Atti della B. Accademia di Bologna, 

Atti della B. Accademia di Napoli. 

Atti del B, Istituto Veneto. 

Atti dell'Accademia pontaniana (Napoli). 

Bollettino di Bibliografia e Storia delle Scienze matematiche (Torino). 

Giornale di Battaglini (Napoli). 

Giornale scientifico (Palermo). 

B Monitore Tecnico (Milano). 

// Nuovo Cimento (Pisa). 

La Scuola Secondaria Italiana (Milano). 

L'eco degli Ingegneri e Periti agrimensori (Pescia). 

Bendiconti del Circolo matematico di Palermo. 

Bivista di Matematica (Torino). 

Bivista Marittima (Roma). 

Stranieri: 

American Journal of Mathematics (Baltimore). 

American mathematical Monthly (Kidder). 

Annals of matematics (Cambridge-Mass). 

Bibliotheca mathematica (Leipzig). 

Bulletin de mathématiques spéciales (Paris). 

Bulletin de Sciences mathématiques et physiques élémentaires (Paris). 

Bullettin de la Société phisico-mathématique de Kasan (Kasan). 

Bullettin of the Amei'ican mathematical Societt/ (New- York). 

C-ovimunications de la Société Mathématique de Kharkow (Kharkow). 

El Progreso matematico. Rivista da matem. puras y aplicadas (Zaragoza). 

Intermédiaire des Mathématiciens (Paris). 

Jahresberichte der Deutschen mathematiker Vereinigung (Berlin). 

Jomcd de sciencias mathematicas e astronomicas (Coimbra). 

Journal de mathématiques élémentaires, par Mariaud (Paris). 

Journal de mathématiques élémentaires, par H. Vuibert (Paris). 

Journal de mathématiques spéciales (Paris). 

UEducation mathématique par I. Griess et H. Vuibert (Paris). 

L'enseignement mathém..remie internationale par Laisant et Fehr (Paris). 

Mathematical Gazette (London). 

Mathematisch^naturwissenschaftliche Mitteilungen im Austrag des mathe- 

matiscìi-naturwissenschaftlichen Verein in Wiirttemberg (Stuttgart). 
Mathesis (Gand). 

Memorias de la Sociedad gientifica Antonio Alzate (Mexico). 
Niew Archief voor wiskunde (Amsterdam). 
Nouvdles annales (Paris). 
Proceedings of the London mathematical society. 
Bevue semestrielle des publications mathématiques (Amsterdam). 
The annals of mathematics (Cambridge-Massachusset). 
The Monist (Chicago). 
The Proceedings and Transactions of the Nova Scotian Institute of 

Science (Halifax, Nova Scotia). 
Transactions of the Texas Academy of Science (Austin). 
Vèstmk òpitnoi Fìsiki i elementarnoi Matemàtichi. Isdavaemii V. A. Gher- 

nietom. Pod redaktsiei V. A. Zimmermana. Odessa (Russia). 
Zeitschrift filr math. und naturws. Unterricht (Leipzig). 
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(Org&no d«ir A ssooi Baione < H&THhAiS >). 

11 Periodico di Matematica è destinato pri nei pai meo te ai professori di inate- 
Tnatica delle scuole secondarie e agli studenti universitari della facoltÀ di scienze 
fisico-matematiche. Contiene articoli d'indole scientifica o didattica riferentisi spe- 
cialmente air insegnamento elementare, quistioni da risolvere, notizie scientifiche ecc. 
Contiene inoltre i sommari dei principali giornali di matematica italiani e stra- 
nieri con brevi snnti delle memorie e note piii importanti, compilati dal Comitato di 
redazione ieiV Associazione Mathisie. Questa rubrica, tenuta al corrente con somma 
cura, 6 dì grandissima utilità per i pmfessori cbe vivono lontani dai grandi centri, 
perchè permetta loro di tenersi informati del movimento scientifico. 

Per cura del Periodico vengono pubblicati anche gli Alti dell'Associazione. 
Il Periodico si pubblica io fascicoli bimestrali di 48 pagine almeno. Non si 
fanno altro cbe abbonamenti annui decorrenti dal 1° Luglio al SO Giugno dell'anno 
^- successivo per conformarsi all'anno sociale dell'Associ azigne Mathebis, 
S Le condizioni di associazione ed abbonamento per l'anno 1S09-900 sono le seguenti; 

mm Per i Soci dell' Associazione Mathesis il prezzo complessivo della quota so- 

g ciale annua e dell'abbonamento al Periodico, compresi gli Aiti è di Lire 10 da 
* inviarsi al Segretario dell'Associazione, prof. Filiberto Cnstelinno, Corso Vittorio 
Emanuele 16, Torino. La tassa di ammissione per i nuovi soci è dì L. 4. 



Condiaìoal di abboD amento per 1 n 

Periodico dl^éUematiea 

Atti dell'Associazione Matbbsis 






Periodico di matematica e Atti dell'Associazione Matbbsis. . 

PREMIO STa^OltDimillO M NUOVI ABBONATI. — Al nuovi abbonati tarune (nviatl 
come premio gli ■ Atti del primo Congreiio del profaiiori di malemstica delle scuole 
Mcondarie lanuto in Torino nel giorni 9>H SoRombro lft9S ad Iniziativa dtlt'Aiseciailaae 
Mathesit *. Un bat volume dello tleiio tarmalo dal < Periodico > del valor* di L. 6. 

SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA 



Questa pubblicazione fu iniziata nell'anno scolastico 1897-98 per completare il Pe- 
riodico di matematica, ed è destinata principalmente agli studenti delle scnote medie, 
nei quali sì propone di eccitare l'amore allo studio delle scienze matematiche e flsicbe. 
Contiene brevi articoli di matematica e fisica elementari; quistioni da risolvere, 
delle quali vengono pubblicate le migliori risoluzioni, con un cenno delle altre; 
quistioni a concorso con premi consìstenti in libri, ecc. 

Per quello cbe si riferisce alla redazione i letteri sono pregati d' indÌTizzace 
lettere e cartoline al Direttore Prof. OiiULio Lazzeri, per quella che si riferisce 
all'amministrazione, all'editore Raffaello Gttrsii. 

Le lettere non arrancale saranno respinte. 

Il Supplemento si pùbblica in 9 fascicoli mensili dì 16 pag. ciascuno da Ot- 
tobre a Giugno. 

Condiaioni d( abbonamento al • Supplemento • I Itali* I Ebtibo 



Pagamanlo ANTICIPATO par mozzo di vaglia o cartollna-vagtla all'edlt. Rafaollo Gtuali. 

Chi procurerà 10 abbonati al • Supplemento • avrà l'abbonanienlo al • Periodico* por L. 4. 

Chi procurerà 20 abbonati al • Supplemento ■ avrà l'abbonamanlo GFtATIS al • Periodico •. 



Settembre-Ottobre l&OO 



DI 



PER 

L'INSEGNAMKNTO SECONDAIUO 

AtNdatn i» D. HKSSO, lanllumita da 1. I.IJOI.I 

DOTT. G. LAZZERI 

'. .(i anal.'ii mll» U. Accaitmi,< KaP-U • ili Halica r'af e« -"l'o »- V«itK-ilA <ii 

Organo dell' Aaaociaxlone Mathesis 



Serie II. — Volume III. 



LA£ZAititri. — Ricerche sopra una nuova espressione Ai n ia finizione 
di soli numeri primi e sulla fattoriale di un nomerò 

Ahodbo. — Uno Hgaardo alle curve algebriche iu base alla gooaliU . 

CssÀRO. — Relazioni fra le radici dell'equazione cubica e quelle della 
sua derivata 

Piccole note. (Giovahbtti. Retali) 

Risoluzione delle qoistioni 508, 518, 519, 520, 521, 522, 523, 524 . . 

Qaistioni proposte 525-532 

Bibliografia. — G. Scoto, Eieraenti di geometria, ecc. (U.C.-L.) . . . 

Congresso intemazionale dei matematici a Parigi (6-12 agosto 1900) 



LIVORNO 

TIPOORAFIA DI RAFFAELLO QIUSTI 



UBBI ED OPUSCOLI HICEVOTl DiLU DIIEiK 

Amodbo. — Cu>i>f di gonalità k con punti fiiet nella (k — l)*""" », 

curre normali trigonali dtl piano. {Rend, delle Se, fis. e mat. Ai Napoli, 1900.) 
BiNAL. — Sugli spati a curvatura ctufanlr. (Read, della R. Acc. dai Lincei, 1898.) 

— Sìillii defoiiiiabililà delle superfici* a Ire dimensioni. [Rend. della R. Acc. dei 

Lincei, 1899.) 

Caldahebi. F. — La nitccanica in copt-ttinatt tttrnedicht e triangolari. (Giorn. dì 
Matomaticho di Dnttaglini, 1900.) 

CAnRABi. — La Matematica nei Licei del Segno. Esposta in lezioni ed esempi 
alla gioventù studiosa: Algebra, '2' edii. IMilano, Albrighi e Segati, 1901.) 

Ceretti. ~ Sopra alcune formule di matematici arabi. (Rivista di Fisica, Mate- 
matica e Scieozo naturali, 1900.) 

Chini. — Sulle equazioni a dericate parziali diZ^ ordine. (Giorn. di Battaglini, 1900.) 

CUMBEHLiKi. -^ Sull'egiiaglianza e sul movìmentlt delle figure in relazione agli or- 
dinari trattali dì Geomeli-ia eleiuetitare. (Biblioteca delle Se. it., 1900.) 

CoUtzione legialatina ' Portafoglio „■ — stipendio dei professori nelle scuole e isti- 
tuti tecnici. Legge 12 luglio 1900, n. 359. (Milano, Società edlt. libraria. 1900.) 

De Fbaischi». — Elementi di Geometrìa ad uto delle Scuole tecniche. (Palermo, 
Sandron, 1901.) 

Del Pezzo-Òebbaldi-Gdccia. — Contraffazione di un'Aritmetica. (Relaxione di- 
nanzi la R. Corte d'Appello di Palermo nella causa Pincherle-ZaDichelli contro 
Amorosi) Baaile-Bìondo, 1900.) 

— Sentenza della K. Corte d'Appello di Palermo (14-20 luglio 1900) nclU causa 

Pincherlo-Zanj citelli contro Amoroso Basile-Biondo. Contratfaz. di un'Aritmetica. 
Del Prete. — Le omografie e correlazioni permutabili fra di loro in uno epatio 

ad «Il nuttiei-o gnalunque di dimeneioni. (Giorn. di mat di Battagliai, 1900.) 
Fbanconi. — Snlla teoria delle avilnppoide. (Giorn. di mntem. di Battaglini, 1900.) 
FnsABo 8 Pitoni. — Corso di fisica e chimica ad uso dei Licei secondo i programmi 

gorernolivi.Voì. Il, 8° ediz. rived. per cura di R. Pitoni. (Livorno, Giusti, 1900.) 
GARBiEni.— Ti-altato di Algebra elementare con numerosi tttreizi e problemi in gran 

parte risoluti. Libro di testo per le Scuole se con d. super. 2' ediz. (Paravia, 1900.) 
Gazzakica. — Libro di ariliiietica e di algebra elementare. Parte 11, Terza ediz., 

(Verona. DrOcker, 1900.) 
Ghersi. — Conti e calcoli fatti; 9^ tabelle ed istruzioni pratiche sul modo di usarle. 

(Milano. Manuali Hoepti, 1901.) 
GiOKLi. — L'aritmelieae la geometria dell'operaio. (Milano. Manuali Hoepli, 1900.) 
MoirTANARi. — Elem. di geometria descriltiua. (Livorno, Giusti, Bibl. degli stud , 1901.) 
PiBONDiNi. — Sur quelquts propriétés remarquables de l'h'jperbole. 1900. 
ScABPis. — Sui gruppi abeliaai. (Giorn. di Matematiche di Battaglici, 1900). 
-Retali. — Question 1259. (Matliesis. 1900.) 
Sbverini. — Stdle eqttazioni differenziali ordinarie contenenti tin pa%'ametro arbi- 
trario. (Eediconti del R. Ist. Lomb. di se. a Ictt., 1900,] 
Zinna. — L'analisi diofuntea esposta con nuovi metodi ed Ulustrnta con esempi. 

(Trapsni, F.IH Messina e C, 1900.) 

Presso la Sìg.'" PIA l'ADEKNI Ted. LUGLI, vifi AgosUiio De- 
pretls, II. S4>, ItotiiA, ttovHiisi vendibili, legate in volumi, le Bene com- 
plete dol Periodico, dal 1" a tutto il 10" nuno al prezzo ridotto dì Lire 50 
all'interno e di Frnnclil 00 in oro, per gli Stati dell'Unione Postale; 
e le annate complete separate, pure rilegate in volumi dal 3" al 10° 
anno, nonché i fascicoli sciolti dei suddetti anni, n prezzi da convouii-si. 

Presso la medesima signora è pure vendibile la Raccolta di temi di 
ììMtematica redatta dalla (jiunta centrale esaminatrice per la licenza 
d' Istituto tecnico nella sezione lisico-niatematica, con soinzioni e rispo- 
ste del Prof. AUUELIO LUGLI, al prezzo di L. 1,35 ciascun libretto. 

Le annate 11' e 12" {18y(i e 1897) del l'eriodico si trovano in vendita 
presso la direzione al prezzo di L. 6 por V interno e di L. 7 per l'estero. 



^RICERCHE 

sopra una nuova espressione di ^ in funzione di soli numeri primi 
e sulla fattoriale di un numero 



1. Fra le molte formule d'approssimazione pel valore di jc che 
furono date nel periodo 1650-1770, a cui appartiene la nascita del- 
l' Analisi moderna, ve n'è una, abbastanza notevole, dovuta al mate- 
matico inglese Gio. Wallis, che si distingue dalle altre pel fatto che, 
invece di essere sotto forma di serie, è sotto forma di prodotto in- 
finito. Questa formula è la seguente : 

Z — A _1 A A A A 

4 ~ 3 " 3 " 5 " 6 " 7 ' 7 ■ ■ ■ ■ ^'^ 

Orbene, partendo appunto da questa espressione, con opportune 
trasformazioni, si arriva ad esprimere t. in funzione di soli fattori 
primi. Ed ecco la via da me seguita : 

2. Principiamo col moltiplicare i due membri della (1) per 2 ed 
avremo, aggruppando i termini due a due, 

f=(M)-(l-4]-(l-l](f)-- 

che possiamo anche scrivere, arrestandoci al termine «"'"" , 

_^_,. 2'.4V6'.8' ( 2«)' .,. 

2 ~ .'^. 3^ 6V 7* . . . . . (2« - 1)" (2n + 1) ^-> 

3. Cerchiamo ora un'espressione, la quale ci permetta di calcolare 
il valore di Ji per n fissata ad arbitrio, senza fare le successive mol- 
tiplicazioni, indicate dalla (2). 

Abbiamo intanto pel numeratore, pei primi n fattori, 

(1.2)^(2.2r.(;^.2)'' [n.2)\ 

e, mettendo da tutti in evidenza 2^. 
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Holtìplicbiamo ora i due termini della frazione fra parentesi per 2n: 

si ha 

Ji_r 1 ( 2-"! 1' 
2 -1™2»+Il(n+1)....2,,/. 

Uà 



qnindi 



T - 1™ 2Tr+T 1^ -1.™ 2;r+T (-ST!-/ ■ 



,_ii„ JUll- l*JL\l\' „, 

4. A questo punto, prima di procedere oltre nelle nostre ricerche, 
ì necessario fare alcune considerazioni 



Sulla fattoriale di ». 



5. La fattoriale di un numero è il prodotto del numero stesso e di 
tatti quelli che lo precedono. È naturale quindi che la via più sem- 
plice che si presenta alla mente per calcolare la fattoriale di un 
Ramerò n, sia quella di moltiplicare per n la fattoriale del numero 
precedente (n — 1). Però, a bene osservare, si capisce facilmente che 
se questo mezzo può riuscire comodo e celere nel caso che il nu- 
mero n sia piccolo, oppure che, pei calcoli che si devono fare, sia 
necessario trovare la fattoriale di tutti Ì numeri successivi da 2 fino 
air (n — l)esimo, ciò nondimeno esso ha due difetti essenziali: il 
primo che, per la grandezza dei prodotti che. anche per fattoriali 
di numeri piccoli, si ottengono (*), le operazioni riescono oltremodo 
lunghe e laboriose, e quindi più numerose sono le cause d' errore : 
secondariamente poi, quando si vogliano le fattoriali di numeri iso- 
lati, senza tener conto di quelle dei precedenti, riesce inutile, per 
non dire dannoso, il lunghissimo calcolo che bisogna premettere. Mi 
sono quindi proposto, osservato che, nella fattoriale di un numero, 
compare il prodotto di tutti i numeri primi ad esso inferiori, di espri- 
mere la fattoriale stessa mediante il prodotto di essi numeri primi, 
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Analogamente per il 5, che ci dà I 



e per gli altri numeri primi successivi, 
che indicheremo con p e che ha per e 



Avremo dunque, riassumendo 



, raccogliendo tutto in una sola espre 



dove, come abbiamo detto, Pp rappresi 
valore che si dà a p, minore od eguale 
7. Esempi. ~ Supponiamo che si ve 
la (6) abbiamo 

10 ! = 2 *+■+' . 3*+' . 5V 7 = 256 . ^ 

Cosi, costruiamo 15 ! Sarà 

15 ! = 2'^"^'. 3'+'. 5V 7'. 11. 13 = 2048. 



come si trova direttamente. (Cfr. le ta\ 
8. Riprendiamo ora la formula (5) e 

guardiamo come si trasforma mediante 
Dalla (6), cambiando n in 2n si ha 

2n! = 2^'T"^'T+- + ^ìr + »,^,-..-__ p«7 



dove con p' indico il numero primo che 
e con |x il massimo numero primo = o 

Dico però che " di tutti i termini s 
primo, cioè 
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Con un ragioDamento analogo si dimostra che, per qualunque va- 
lore di q diverso da 1, si ha 

Infatti, supponiamo che si avesse 



dove r è diverso da zero. Sarebbe allora 

" = -2- 

ed n conterrebbe un'altra potenza di p maggiore di Pp, contraria- 
mente all' ipotesi. 

9. Premesso questo, possiamo scrivere 



Ebbene, io dico che gli esponenti dei numeri primi successivi a p, 
quando sussistono, sono sempre eguali all'unità „. 

Prendiamo, p. es. a considerare l'esponente di p' : esso è dato da 

e2ì' + e?2 + .... + e|!,, 

P P ' Pp ' 

dove è evidente che la parte intera più grande è quella del primo 
addendo. Orbene, se arrivo a dimostrare che questa non può essere 
maggiore di 1, resterà pure dimostrato che tutte le altre saranno 
eguali a zero, e che l'esponente di p' è 1. 

Rammentiamo per questo che p rappresenta il primo numero 
primo successivo ad n : abbiamo dunque 



quindi 



ì per conseguenza 



p >n 

2p > 2n 
2« ,, 
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E^-2EÌ-1; 



P, 



,2» 



Infatti principiamo dal conaiderare 

P,' 

ed al posto di fi sostituiamo il suo valore dato dalla (^). 
Si avrà 

2n _ 2kPf I 2<i _ „, , 2« 

Ora, essendo per ipotesi k intero, sarà tale anche 2/c: bisogna dun- 
que per trovare E p- . considerare il secondo addendo p~ , Ora qui 

P, 
81 vede Bubito che, ee 2a >. P, ossia n >. -g- , è 

n2a , 



^P.= 



in questo caso dunque sarà 



se invece 2n < P, ossia a < 



e quindi 

Passiamo ora a considerare 



Abbiamo intanto, colla stessa sostituzione di nrima. 
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La formula (8) mediante la (9) ci dà 

(»!)■ ^ . ' , 

^"' 2'S,.S'S,...p'fi,.p' ...fi 

^(.^-,^...H■^■■^).^^■^^■T)^■■■H^^-ft) • <'"' 

Nel caso nostro, ricordando che p' è il primo numero primo >n, 
e che [1 è il più grande dei numeri primi < 2n, il primo fattore 
sarà 

1 

2.11.13.17.19 ' 
giacché per le osservazioni fatte al § 8, gli esponenti dei numeri 
primi 3, 5, 7 sono eguali allo zero. 

Passiamo ora al secondo fattore: i numeri primi comparenti al 
denominatore saranno 

2, 3, 5, 7, 

giacché p ci indica il massimo numero primo <n. 

Quanto agli esponenti, facciamo le seguenti considerazioni: intanto 

P, = 8 

P. = 9 

Pb = 5 

P,= 7: 
avremo poi per l'esponente di 2 

ma il primo di questi addendi, essendo 

10 = 5.2 + 
e quindi 

^ 2 

è eguale a zero; il secondo, essendo 

10 = 2.4 + 2 
e quindi 
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Altro esempio. — Supponiamo che sia n = 13, e ai voglia calcolare 



(..!)■ _ (13iy 
2»! 26! 



applicando la (10) si ha 
(13!)' _ 



26! 2.17.19.23 2". 5. 7 2". 5. 7 . 17 .19 .23 ' 
mentre direttamente 

(13!)' j_ 2''. 3". 5'. 7'. 11'. 13' 



. 11' . 17 . 19 . 23 2' . 5 . 7 . 17 . 19 . 23 
{3. Trovata l'espressione (10) per ~f , poniamo per semplicità 

(e|-2EÌ) + (k|'-2EÌ)+...+ (e|Ì-2EÌ)+E^_.A. 



e, per omogeneità, diamo ai numeri primi consecutivi a p gli esponenti 

A,. A;. , 

ricordando però sempre che questi, per quanto abbiamo visto, sono 
eguali all'unità. Allora la (10) prende la forma 

i^ = 1 (111 



Sostituiamo ora questo valore nell'espressione (5) trovata per tz: 
avremo 

_,. _2^ 1 

^- ~ „ ™ 2n + r 2". . 3'*> . . . p"' . p'""' . . . |i"" 

e dividendo numeratore e denominatore per 2'"+' 

" == L"; i2n + 1) . 2'*.-"-" . 3'*> . . . p"' . p-'^' . . . [v"^' ' ^^^^ 

14. Ci rimane adesso da fare un ultimo passo per avere l'espres- 
sione di n in funzione di soli fattori nrimì. che ci eravamo nronosti 
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ebbene, rappresenterò con A il valore di n dato da questa forma 
dell'espressione del Wallis. 

Ma possiamo porre l'espressione dì Wallis anche sotto la forma 

4 ~3.3 ' 5.5 ■ 7.7 

cLe ci dà il valore di n per eccesso. 
Per es., sempre per n = 3, abbiamo 



36.8M 
" 11.1125 -■>■<»■ 

Rappresentiamo con B il valore di t: dato da questa seconda forma: 
avremo allora 

A<i:<B, 

e la differenza tra il valore esatto di r ed A 8arà minore ii 
B- A. 
'.6'.8' (2»)' 



Ora abbiamo 



A — 
B 



quindi 

Sarà allora 
B — A = 



3".5'.7'....(2«-l)-(2» + l) 

2'. 4'. 6' (2ii)' (2n + 2) 

3". 5'. 7'. (2« + l)" 



A(2,i + 2)-A(2n + l) A 

2» + l ~2» + l 



Abbiamo dunque che la differenza tra il valore esatto e il valore 
trovato di n è minore di 

A 
2)> + l 
Dato allora n, si può facilmente calcolare l'approssimazione che 
per esso si ottiene, bastando trovare A e dividerlo per 2n + 1. 
Cosi la prima questione è risolta. 

Passiamo alla seconda: ci proponiamo, data un approssimazione 
arbitraria, di trovare il valore di n che ad essa corrisponde. Anche 

ner niieatn i^invit ricordare che 



cioè 
ossia, al 
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» = 6. 



Difatti la (14) per « = 6 ci e 



■"2*-".3*.7Ml''. 13 



9:!.693 1)93.693 



Cerchiamo ora il valore di t: a meno di -r : per la (15) si ha che n 
deve essere maggiore di — — 5 = 19, cioè almeno 



Allora dalla (13) si ha 



'-. 11"" . 13"» . n-n . 19"" . 23» . 29". 31'. 37' . 41 



p=19 




p=23 


|i — 37 


,.•-41. 


ti dei singoli fattor 


a, = 2Ab = 4 esse 


A, = 1 + 1 


a, = 2A, — 4 


A.=l + 1 


a. =2A. -2 


A. -1 




a, =2A, -2 




A, =1 




ff.i — 2A„— 2 




A„=l 




fl..= 2A„=2 




A„=l 




a„=2A„ = 




A„=0 




«..= 2A,.= 




A„=0 





quindi 



" 3'. 5'. 7". 11". 13" . 23". 29". 31". 37". 41 " 



3,12 circa. 
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Tavoli. 
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Uno sguardo alle cane algebriche in base alla gonalità 



SOUHARIO. - ! LCbecoHiUgoulilàdelU 
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§ I. — Che COSA h la gonnlità della cnrva. 

1. Seguendo i concetti di Kiehanh, " la gonalità è il più piccolo 
" numero di punti della superficie di Riemann di genere p, pei quali 
' una funzione razionale della superficie diviene infinita di primo 
' ordine ,. {Oeurres matkématiques, pagg. 115-116.) Sulla importanza di 
questo numero ai sono espressi i signori Appel e Goursat dicendo: 
" Pouf une courbe donneo le nombre des póles d'une fonction ration- 
" nelle (tous ces pòles étant supposés d« premier ordre) ne peut pas 
" deacendre au-dessous d'un certain minimum. Ce nombre minimum, 
' qui se conserve évidemment dans toute transformatìon biration- 
" nelle, paralt devoir jouer un róle important dans la théorie des 
' courbea algébriquea ,. (Théorie des fonctions <àgébriques et de leurs 
intégrales, pagg. 385-386.) 

2. Secondo le idee di Weiebstbass, non esistono funzioni razio- 
nali della curva algebrica {Gebildé) di genere p che hanno come 
punto infinito unico, di multiplicità <.p, un punto arbitrariamente 
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per le curve di gonalità > 2, come le curve aggiunte dell'ordine m — 3 
funzionano nelle curve iperellittiche, e non c'ingannammo: poiché 
tutte le nostre ricerche hanno confermato e dimostrato questo fatto 
essenziale della teoria. Questo metodo di ricerca ci ha obbligato ad 
adottare una nomenclatura più minuziosa di quella che si usava 
prima; quindi riservammo il nome di serie speciali alle sole serie li- 
neari segate dalle curve aggiunte di ordine m — 3 e non da curve 
aggiunte di ordine minore; e abbiam dette serie specializzate una volta 
quelle che sono segate da curve aggiunte di ordine m — 4 e non da 
curve aggiunte di ordine minore; serie specializzate due volte quelle 
segate da curve aggiunte di ordine m — 5, ecc. Ed inoltre chiamammo 

i' serie canonica quella che è segata da tutte le curi'e agg. di ord. m — 3, 
^ serie canonica „ , n * „ w — ii 



(::+l)"» serie canonica „ •, <• <• '"—3 — r. 

6. La pili grande difficoltà consisteva nel determinare la dimen- 
sione effettiva delle serie canoniche successive alla prima; e a questa 
difficoltà era legata un'altra, che, tentata da Kupper, era stata giu- 
dicata da questi ben difficile a superarsi {BiH., X). Ecco di che si 
tratta. Essendo data una curva C" , di ordine »i, una curva aggiunta 
di ordine m — 3 — a deve avere in ogni punto s-uplo di C"" un punto 
(s — l)-uplo, e, quindi, devo soddisfare a yS3(,* — 1) condizioni lineari, 
che intanto possono non esaere tutte linearmente indipendenti per 
le curve aggiunte d'ordine m — 3 — a, se a>0. Se si suppone che p^ 
di queste condizioni dipendono linearmente dalle altre si dice che pa 
è la sovrabbondanza del sistema di curve aggiunte di ordine m — 3 — a. 
La difficoltà consisteva nella ricerca di un limite superiore di pa . 
Un'altra difficoltà consisteva nella necessità di rischiarare in qualche 
modo la funzione e di conoscere il numero dei punti fissi che i sistemi 
delle curve aggiunte di ordine <?» — 3 possono avere sulla Cp, fuori 
dei punti multipli; punti fissi che mancano completamente, come si 
sa, per le curve aggiunte di ordine ^ m — 3. 



g 3. — KiSTiItnti generici relntivi alle curve algebriche. 

7. Distingueremo i resultati ottenuti colle nostre ricerche in due 
categorie; cioè in risultati generici e yisultati relatici aduna gonalità 
determinata. In quanto ai risultati generici, il primo che siamo per- 
venuti a stabilire, considerando la (a-j-l)"" serie canonica, è stato il 
limite superiore di p«, risultato di cui si dubitò dapprima, ma che si 
è finito per ammettere. 
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Fu assodato che: gli onl'mi e le dimensioni di due serie, residue 
fra loro rispetto alla serie canonica g »" , segate dalle curve aggiunte di 
ordine m — 3 — a, smio legati dalle reiasioni 

(4) n„+n'-=N. , [2{,-.-r'=)-(na-«'a)] <2(ò„-p„), 
ove Co rappresenta il più alto valore che pa possa raggiungere. 

il. Inoltre abbiamo trovato che la condizione necessaria e suf- 
ficiente per l'esistenza delle curve aggiunte C""'"" è 

(5) P±i<cm+l+C.-f,ì. 

purché si ammetta anche il caso limite, cioè che in una curva senza 
punti multipli ogni punto possa essere considerato come una curva ag- 
giunta di ordine 0, la qualcosa ha la sua ragione di essere {Bibl., 12). 

12. Ed infine abbiam trovato che la formala, conosciuta, dd piìi 
alto genere di una curca C"" appaiienente ad uno spazio a d dimensioni 
prende le forme seguenti, secondo che m è congruo a\, a'ZoaO, aZ 
a A — 2, a A a A — 3,... per rispetto al modulo d — 1 : 

per d pari, 

(ffl — 1)(m — rf) {m — 2)(m~d-\-\) [■» — ^j (*"~2~-^) 
P~ 2{d-l) • 2(rf — 1) '-• 2((/ — 1) ' 



per d dispari 



d+lV 



{m — \){m — d) Mt — 2)(m- 



2((/ — 1) ' 20^—1) '■■■' ^((^-l) 



§ 4. — Risnltjiti relntivi alle curve di data gonalftà. 

13. Per esporre con chiarezza le proprietà delle curve algebriche 
relative alla gonalità, segnaleremo innanzi tutto quelle che sono co- 
muni a tutte le curve di gonalità k, e poi esporremo le proprietà delle 
curve aventi la stessa gonalità, ma che soddisfano pure a qualche 
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3". Sulle curve k-gonali, singolari nel loro genere, non possono esistere 
serie irrazionali incolutorie, semplicemente infinite, dell'ordine k e di 

genere it < ^ ~ ^^~ ^ {Bìbl, 3). 

4°. Le curoe k-gonali, di mi ti genere sorpassa (k — 1)', devono ne- 
cessariamente avere una so/n g^ {Bibl., 15 e 3). 

5". Le curve k-gtmati, a moduli particolari di cui il genere supera 
2i — 2, mn non (4 — 1)', possono anche avere una sola g|^ . 
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20. Limitaiidocì alle curve di !■ e di 2» specie abbiam potuto as- 
segnare la loro costruzione effettiva mediante fasci di curve (Bibl., 9); 
abbiam segnalata l'esistenza di una infinità di reti, e di sistemi tripli, 
quadrupli,..., di curve di ordini m senza punti multipli che hanno 
delle reti a intersezioni variabili formate di gruppi di m — 1 punti 
per diritto (BiU., 11); ed abbiam potuto stabilire che: 

1'. Ndle curve k-gottali di 1' specie i valori di po,pi,,,.,pi,.i sono 
tutti nulli. 

2". Nelle curve k-gonali di 2* specie, che hanno una sola curva ag- 
giunte dell'ordine m — k — 1, cioè nelle curve C^* ,,«, si ha 

m f.=o,f,=i.p^ p..=(V).p.-.=(V).p-=fl'}- 

3". Nelle curve k-gonali di 1" specie la serie segata da tutte le coniche 
dd piano è contenuta in una serie g^^ completa; la serie segata da tutte 
le cubiche del piano è contenuta in utla serie completa g^ , ecc. ecc. 

21. Per le curve di gonalità i e di specie s 21 1 in generale, i 
risultati più essenziali riguardano la determinazione precisa delle 

dimensioni di alcune delle serie complete segate su queste curve 
dalle curve aggiunte e da curve non aggiunte. E fra tutti questi 
risultati sì è giudicato molto difQcile ed importante quello che con- 
cerne la dimensione della serie lineare completa, che contiene la serie 
segata sulle curve dalle rette del piano. Ecco i teoremi. {Bibl., lo.) 

V. La dimensione della serie lineare completa, che contiene la serie 
segata dalle rette del piano, è eguale alla specie ddla curva aumentata 
di un'unità. 

2". La sovrabbondanza pi del sistema delle curve aggiunte di ordine 
D,-4 è s — 1. 

3". La souralAondanza p^-i del sistema delle curoe aggiunte dell'ordine 
ra-k è |(s-l)(k — 2)(k — 3). 

i". La sovrabbondanza pk.i del sistema delle curve aggiunte dell'ordine 
m-k — 1 è -^ts — l)(k — l)(k-2). 

b". La diìnensione della (k — 2)"" serie canonica, segata dalle curve 
aggiunte dell'ordine m — k è 2R + a + l, donde segue che la serie in 
questione è ^^;^^\^_^,_^^. 

22. Dal primo dei teoremi che precedono si deduce che (Bibl., 17): 
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§ 7. — Curve A>goiialI con pniiti Assi per le C""""'. 

23. Ci resta a dire qualche parola sopra i risultati ottenuti intorno 
alle curve algebriche A--gonali, che hanno curve aggiunte minime del- 
l'ordine MI — k — 1, e che presentano inoltre un certo numero o di 
punti fissi per queste curve aggiunte, fuori dei punti multipli. Lo 
studio di questo argomento riguarda anche, per e ^ 0, tutte le curve 
considerate nel paragiafo precedente, di modo che torneremo a con- 
siderare ora tutto le curve A--gonali dotate di curve aggiunte C""'-'. 
Il genere di queste curve è dato dalla formola 

(12) pH>^-l)m-j{k~l)ik+2)-jk{lc--[)t-^^~:{k-lX2m~l-s-2)~^ 

e in tal caso l'inviluppo delle rette, cui appartengono i gruppi di 
una ff^ è della classe 

(13) s = ( + l. 

Noi conserveremo per queste curve la divisione in ispecie; ma 
non bisognerà dimenticare che, fra le curve di fl"' specie, si trovano 
ora, non solamente le curve già considerate innanzi (a = 0, 5=^0), 
ma anche tutte le altre per le quali q e % non sono entrambi eguali 
a zero, 

24-. Il primo teorema che conviene citare è il seguente {BiU., 19). 

Ogni curva k-gonale, di cui l'inviluppo della g|_ è di classe s, si può 
trasformare birazionalmeiite in una curva 'k.-gonale dello stesso ordine, 
dotala di un punto (m — k)-wp?o, di s — 1 punti k-upU, e di altri 
punti multipli, di multiplicHà inferiore a k, equiviìeiiti a 5 punti doppi. 
Questi curva si può anche trasformare hirazionalmente in una curca 
k-(fonaIe di 1* specie di un ordine inferiore m' dotata di un punto 
(m' — k)-uplo e di altri punti multipli di mullìpliritù inferiore a k. 

Grazie a questo teorema le proprietà invariantivo delle curve 
A-gonali di assegnata specie possono essere ottenute tutte dalle sole 
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la dimensione e l'ordine della {h — 1)"» serie canonica sono 

R = m — A: — 1 — (9 — fk-,) , N = JtR + o. 

II numero dei punti doppi arbitrarli sono 6 — pi_j, e vi è tra 
tì e pn-j la relazione seguente 

che ci fu comunicata da KìIpfer. 

26. In particolare, per le curve iperellittiche, si trova (facendo k=2) 
c= — ip»; ma o non può esser negativo, dunque o=0, ciò che di- 
mostra (per la prima volta di una maniera diretta) che non possono 
esservi punti fissi nella serie canonica sulle curve iperellittiche. 

27. I caratteri delle curve, di cui si è parlato nel n. 25, possono 
essere utilmente espressi iu funzione della dimensione lì del sistema 
delle curve aggiunte minime: 

,„=R+t+l+(&-p,.,) , j,=-l.(t_l){2R+i)+(fc-2)0-(t-l)p._, 

e le curve lianno un punto (m — i-)-upIo e altri punti multipli di mul- 
tiplicità inferiore a h, equivalenti a 6 punti doppi. 

Le curve aggiunte minime si riducono al sistema di R + (0 — pk-0 
rette, di cui 6 — pk.i sono fisse e determinano i o punti fissi della 
curva, 

28. Le curve per le quali si ha pk-ì^=0 hanno una importanza 
particolare ; fra esse son comprese tutte le curve trigonali di 1» specie. 
Per tali curve sì hanno i seguenti teoremi: 

1". Le curve C" k-gonali di 1' specie; che hanno Pk_i = 0, non hanno 
che soli punti doppi e un solo punto (m — k]-ttplo, che non è in linea 
retta con due dei punti doppi. 

2*. La serie segata sit queste curve dalle rette del piano è completa; 
donde segue che le curve in questione sono tutte ctirve normali per il 
piano. 

Per mostrare l'importanza di questi due teoremi ci arresteremo 
ad osservare che, limitandoci al solo caso di k = 3, si ritrova il teo- 
rema di BoBEK : Nelle curve trigonali il numero dei punti fissi o = 0, la 
cui estensione al caso di k qualunque appariva estremamaiite difficile; 
e si arriva a stabilire la rappresentazione normale di tutte le curve 
trigonali, risultato che abbiamo avuto l'onore di comunicare all'Acca- 
demia delle Scienze di Parigi, e che si può riassumere nel seguente 
teorema : 

3*. Ogni cuna trigonale {per conseguenza di genere 'p^'S)puìi essere 
rappresentala per mezzo di >ina curva normale del piana, dell'ordine 
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.Er-J. 



che p è pari o (Impari. La curva normale 
deve avere un punto g -uplo e un solo punto doppio nel primo caso, e 
..... ..... ...,„ , p-1 , ,^ 
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RELAZIONI YU LE R&DICI DELL' EQOAZIOKE CUBICA 
e quelle della sua derivata 



Siano Zi,2^,Zt le radici dell'equazione cubica f{e)^0, e %i,Z», 
quelle dell'equazione derivata f{z) = 0. Ogni sostituzione lineare in- 
tera sulla variabile z trasforma evidentemente le due equazioni in 
modi) che la seconda non cessa di essere l'equazione derivata della 
prima; e d'altra parte si sa che per tale sostituzione non variano gli 
angoli delle rette, ne i rapporti fra lo distanze dei punti del piano. 
Ne segue che la sostituzione stessa lascia inalterate le posizioni dei 
punti SI ^ Ci rispetto al triangolo ZiZiZt, e die qualunque relazione 
fra distanze deve, par la sua omogeneità, sussistere indipendentemente 
dalla posizione del triangolo nel piano. Di cib vogliamo approfittare 
per situare il triangolo nella posizione piii conveniente; e prima di 
tutto ne poniamo il baricentro 2i> nell'origine, in guisa cioè che si 
abbia «i + «« -|- «t ^ 0, e per conseguenza 



Così l'equazione diventa 

^- 
e però le radici dell'equazione derivata sono 

Ci = |-Vi7+VTV, ;ì = -^v'^7T«7+V, (1) 

sicché i punti ^i e ^i sono simmetrici rispetto a Zo. Questa è, del 
resto, una proprietà che appartiene alle equazioni di qualsivoglia 
grado, nel senso che il baricentro delle radici di f'(z) coincide sempre 
con quello delle radici di f(z). 

Ora, tornauHo al triangolo, una conveniente rotazione di tutta la 
figura intorno all'origine conduce i punti ^i e C> sull'asse dei numeri 
reali, e tale posizione della figura è, per le (1), caratterizzata dal 
fatto che il numero 

ii'-^'+'St'=(xi'-]-x,''-\-xa') — (yi'+ya'+y«') + 2i {xiyi-i-xtyi-^xtt/t) 
deve risultare reale, non negativo, dimodoché 

xiifi + xti/t + x,tf, = ; (2) 

ed inoltre, ponendo 
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■ = l'a* — b* si può 
di Za ai vertici A 



ss'x è il simmeti' 
lati hanno le lui 

?erò la sua arei 



'+.■,*+.■.'- 

se si osserv 

dovi o, dà r 

lascinndo f 

adi-à alcuna 

t fuori del I 

)r8Ì pet' dt'it 

anche ad a' 

.ta doppia 

Infatti, SI 

e poiché 1 

■ivata dei 

ti rispett 

ai'si se u 



)L] 



PERIODICO DI HAI 
Ci propoDÌmmi) p«rtaiita il calcolo di ^nea 
derazioDO d' integrali più aempiici a determin 
ConsideraDdo che ai ha; 

J'^e(]+B)(senne+coanB)}de=j"e(Benti9+coi 
=J"eaBnne di +J'9co8«( 

sì potrà calcolare separatamente qaesti integi 
Infatti a meno di contanti si ha applìcant 



(l) 


/e..nnli» — 5^H 


(!) 


/,.».. *,-i^ + ^ 


m 


/.'«,„.« «■•»"• + 


m 


/..„«,.« '•'""• 



Sommando membro a membro questi intej i 

/{9(l + e) [seDne4-cosne)}d9 = — ^£2^ . 
e'Benwfl 2flcoBnfl 2senn9 _e'coa i 

=- {«(l-H) (senne-coanO)} + -^ {(l+28)(s6nfi 

espressione che rappresenta l' integrala che v i 
condo Io potenze crescenti di -:— ■ 

StndalU (PraTiuia), e igoato IBOO, 



8". Sulla qnlstione 524. — Nello enuncia 
detto che la pedale della cardioide rispetto al s i 
è facile però vedere che non ò esatto; poiché I 
classe terza ed ha una cuspide in ognuno dei ] 
abbiamo, con le notazioni consuete, 

M = 4, n = 3, r = 4. g = 



» per la pedale rispetto al vertice: 
M = e, N = 5, F = 
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Ponendo <■ ^^ y si trova 

ÌDtagTftle che per a intero o anche frazionario ai detsmiina facilmente ; 
b) Per calcolare. 

rB=_y"««icoth"'a:rfa! = I_B, 

possiamo valerci della atesaa formoia (2). Se in easa paniamo m^ — (n — 2), ei trovA 

(4) r. = — ^ l'n.i + !■— 1 — -^^ coth— ' X. 

Per mezzo di queeta formala il calcolo dì !,> ei fa dipeadeie da quello di 
r. = I. e di 
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Etaendo 

PA = Via: -«)' + »', PB = V'ta:-e)' + y)', PC = Vt» - «.) + y», 
dovrà essere 

donde quadrando, rìduceado ed ordinando 

«(«» + y') (— 4» + 2m + 2k') + a;'(6p' - u' — u-' - ime) + 

+ y»(2r -.«! — «,») + s{- Av' + 2tt«7« + 2uV) + (f* - «V) = 0, 



6f'-u«_„'-4«„ , 2r'-M'-«T' 




— 4p + 2h + 2u. "^ ' — 4r + 2u + 2ui 
, - 4p' + 2«w» + 2«'«j , 


' _4p + 2u + 2«. -^ ' - 


- 4p + 2« + 2u- 



Dovendo questa equazione «aaere eoddiafatta per tolti i valori di x,y che sod- 
disfano all'equazione della eirofoide, i termini simitì delle due equazioni devono 
avere i coefficienti proporzionali, ossia deve essere : 

(1) 6p' — k' — ip' — 4u«' = — a(— 4p + 2fi + 2ic) 

(2) 2v* _„>_„! = a{— 4p + 2u + 2») 

(3) — 4b' + 2kw' + 2«V = 

(4) V* - hV = 0. 

È facile vedere che la (4) è conseguenza delle altre tre : ora, sommando 
le (1), (2) membro a membro, abbiamo 

(5) 4t' = (« + «■)' 
che si scinde nelle dne equazioni 

(6) 2r= + (« + «') (7) 2p = ~(« + «) 

Ora è chiaro che il complessa dei due sistemi (2) (3) (6) e (2) (3) (7j cioè 

(2p»-«' — w' = o( — 4e-t-2« + 2w) | 2f' - u' — u.*=a(-4p + 2« + 2.D) 
2b' '= tiw{u + ic) \ 2p' = uw{u + tei 
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5J88» Dimostrare che: 

l'. Se si prolungano i raggi vettori focali d'uit ellisse di asti 2a e 2b, della 
lunghezza — b + ^b' + 2ab il luogo degli estremi di giusti raggivetlori i wna curva, 
di etti l'area è doppia di quella dell'ellisse. 

2°. Se si dimimuscono i raggi vettori focali della lunghezia 2b, la curva luogo 
degli estremi di questi raggi vettori accorciati ha area uguale a quella dell'ellisse. 

E.-N. Babisien. 
fllMluloM • g«n «rati izK ione d«l prof. Baroziinj. 

L'equaz. dell'ellisse 8Ìar=-r; — e quella della concoide r= — ; ■ h». 

a(l- «cosB) ^ (1(1- e cosi*) 

Si ha per area della concoide 



Se si vuole che il rapporto fra l'area delta coDCoJde e qaella dell'ellisse sia X, 
la m dovrà verificare l'equazione 

.n'+26m + o6= i-ab. 
Se X = 2 si ha m = — b± Vi» + 2ab . 

Convieae però osservare in quest'ultimo caso che se 26 <a -|~ <= io curva ha 
un nodo jl quale viene contato due volte nella misura dell'area della curva. 
Altra rliotuzione dai prof- Mari zzi. 

S33. La tangente e la normale in un punto M d'un'ellisse incontrino in T 
ed H l'asse maggiore, f. Steno T e H' i simmetrici di T e N rispello al centro del- 
VéHiaee. Quando M percorre l'ellisse: 

lo la retta MN' i normalt ad una elUate fina; 
2» U luogo del punto di mezzo del stgmento MN' è un'iUisse; 
3" il luogo del punto di mezzo del segmento MT' è una curva, tali che l'area 
compresa fra essa ed i suoi aasintoti è finita ed eqaicaleiile ad un quarto dell'area 
dell'ellisse data. 

E.-N. Bàrisien. 

Rlioiuzione del praB. Mtrlzii e Retali. 

Snpposto l'ellisfie riferito agli assi, se (e, r,) san le coordinate di M e To, No ì 
punti medi dei segmenti MT, MN', le ascisse di T ed N sono rispettivamente — , e*£, 
quelle di T',K,— ~ , — e^i, e le coordinate di To.Nq 

(1) a: = (e'-a');2£ , y = >] : 2 

(2) a: = 6'E:2o' , y = ij : 2 
Ciò posto: 1° l'equazione della retta JMN'| è 

e l'equazione tangeoziale dell' invi! appo 
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Integrando fra — it b + n si ha „x — por area di tutta la curva, ma così il 

nodo interno è contato due volte. Integro fra — -^ e + ^ ed ho pel nodo interno 
9m' . .. , . , , „ 9na' ^ 3 

-^ quindi pel nmanente della curva pure -ss" ■ 

La lunghezza sì ha da 

p =fl,'dx' + dy* = ^Jdì Vm- eoa H) (6 -3 cosa); 
e ponendo y3 aen— = x 

p=. iwjd. vr+T' = ^ [> yr+j' + log {, + it+t-}] . 

Prendendo l'integrele fre ì limiti 6 = ± ic eeeie rrax— — V3e2 = V3. sibe 
p = eo + aVS"leg(2 + V3). 



QUISTIONI PROPOSTE 



525. Trovare un circolo par cui sia minima la somma dei qua- 
drati delle distanze di quattro punti alle rispettive polari. 

E. Cesàro. 

626. Il circolo osculatore in u» punto M variabile d'un'ellisse in- 
contra l'ellisse in P. Trovare l'area della curva inviluppo della per- 
pendicolare abbassata da M sulla tangente all'eltisse nel punto P. 
527. Si trovi 
1" il luogo dei centri dei circoli inscritti ed ex>inscntti a tutti 
i triangoli, che essendo inscritti in un circolo dato, hanno due loro 
lati paralleli a due dirazioni date. 

2° L'inviluppo del terzo lato di questi triangoli. 
628. Sulla tangente in un punto M di una parabola di fuoco F 
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avere ancora considerato il piano, e perciò s' intende cbe parli anche di linee non 

piane; allorn non si spiega uome possa dire: ' ...rispetto ad une linea non retta 
' diremo poytione piana ìntereella in essa quella che è limitata o dalla linea etessn 

* qnando essa è chiusa, oppure dalla linea e dal segmento che ne unisce i termini 

* quando è aperta. Del resto anche fra le linee piane, secondo la riportata defi- 
nizione quale sarebbe la porzione plana intti-eella m una lìnea aperta indefinita? 
(per fissare le idee, si pensi per es. : ad una parabola cubica). 

Lssciamo andare * i segmenti piani estesi indefinitamente in ogni direzione . 
che figurano a pag. 18 e la dimostrazione dell'eguaglianza dì angoli piatti [pag. 24) 
fatta precedere alla definizione di eguaglianza fra angoli (pag. 25). ma a proposito 
di eguaglianza e diseguaglianza di angoli è bene notare che a pag. 25 è detto: 
' dati due angioli, se si sovrappongono in maniera che due lati (e quindi i vertici) 

* coincidano, può darsi che gli altri due lati coincidano pure o che non abbiano 
' che la sola origine comune. Nel primo caso i due angoli sono eguali, nell'altro 

* non combaciano e diconsi disegnali ,. Segue da ciò che ae due angoli eguali si 
portano ad esser consecutivi, sì viene a provare che essi sono diseguali. 

Così potrei continuar di questo passo e citare frasi come la seguente;... ' se 

* i dae angoli non potranno entrare iu uno stesso triangolo , (pag. 45) e formolo 

settore = "*'"" X raggio ^p^g jj^j 

E dire che l'A. crìtica, con ragione, la scrittura wi. 3 X '"-5 ^^ ih' 15!,.. i ma credo 
che basti. 

Tuttavia, se il libro dello Scoto ha i suoi difetti, che principalmente trovnnsi 
nei concelti genorali e particolarmente nelle definizioni, dall'altro lato, nel rima- 
nente, dove non si discosta dagli ordinari trattati, ha il pregio di esser scritto in 
forma piana e in generale con assai chiarezza. 

G. C.-L. 



CONGRESSO INTERNAZIONALE DEI MATEMATICI A PARIGI 

(e-t2 ASOSTO I900) 



t^: 



I inaugurare alle 14 del 6 agosto, ma. per una certa 
regnato uniformemente o che ha contribuito a renderlo 
""'ginale, fu inaugurato olle 9 del mattino, togliendo così l'opportunità a quelli 
^Tivarono a Parigi all'ultim'ora di ascoltare la conferenza del sìg. Moritz 
^'''**'', Sur r hiatofiographie dta molhémntiqiiea ; e la conferenza del sig. Vito 
°'''*'^*tRA intitolata; Troie analrsles ilaltenu: Betti, Brioschi, Casobaii et troie 
"*""^»t d'envieager les qitentinne d'analysf - Leur infiuencr. 

l'iscritti al congresso furono circa tri-cento, di cui cinquanta circa rappre- 



Italia I 



Ano il sesso gentile; gl'intervenuti furono poco meno. Fra i congressisti 
intervenuti notammo i signori Capelli, Maggi, Peano, Volterra e 
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snccEssioNiijirNraffli intesi positiyi 

ciascuno dei quali è una lìinzione lineare dei due precedenti 



Mi propongo di studiare in questa Nota quelle successioni di 
numeri interi positivi Vn i cui termini (per m'>3) sono legati dalla 
relazione lineare Vn^AVn-i +ZVn-ì, dove k,l sono interi positivi 
comunque fissati, e Vi, Vi, termini iniziali, sono pure interi positivi 
fissati a piacere. Le ricerche di cui mi occupo sono fondate sopra 
una relazione tra i termini Vu di una qualunque delle dette succes- 
sioni (successione Y), e quelli vn dì quella speciale successione v, de- 
dotta dalla V quando si supponga Vi ^1, Vi ^ k. Alcune successioni 
già studiate in un'altra Nota che ho pubblicato su questo Periodico(*) 
non sono che un caso particolarissimo delle V, v, e le loro proprietà si 
trovano qui, insieme ad altre ricerche, generalizzate od este8e.(**) Le 
nuove ricerche si riferiscono alla successione v; esse hanno speciale 
attinenza coU'aritmetìca ordinaria e mettono spesso in vista notevoli 
corrispondenze tra certe proprietà dei termini Va , e quelle analoghe 
dei loro indici. — Sono comprese tra queste proprietà alcune relative 
ai termini Vf in cui p è un numero primo : sotto certe condizioni, uno 
qualunque di tali termini non ammette, nella successione, divisori di- 
versi da sé stesso e dall'unità ed è perciò chiamato primo nella suc- 
cessione; i numeri primi nella successione presentano, come vedremo, 
alcune analogie coi numeri primi. 



I. Consideriamo la successione 

V = Vi, V2, Va,... Vn.... 

già definita, e siano rispettivamente a, ^ i valori dei termini iniziali 
Vi , Vi. Essendo per l'ipotesi 

V„+i = AV„-|-/V„-, 
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che sviluppando i prodotti diviene 

Vo V. — V. V'b = i(«'B — Itp') (tlB_i 1.^8 — P.-1 Cn-s). 

Si consideri il gruppo simmetrico 

Vd— 2 , Pa~l , Va-1 , f>— 1 

Posto 3 — n = 5, la differenza degli indici medi è 
(3-2)-{n-l) = 5-l 
e quindi applicando la fonnola (3') si avrà 
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Moltiplicando la prima per ( — if 8Ì ricava 

Vn+6 y»+26 - Y^+Ì6 Y«+S = (- 0* y« V'„+J - {- if V„+a Vn 
08BÌa 
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Infatti dalla relazione 

l'ii = fiyn-l -\-IVb-Ì 

discende che ogni divisore d comune ai numeri va, l è divisore del 
prodotto hva~ì ; ma a causa dell' ipotesi è d primo con h quindi sarà 
pure divisore di cn-i. Il numero d essendo cosi divisore comune ai 
numeri Da~ì, l sarà pure divisore di t^n-s e così pure di vn-s, Vn-f,... vi. 
Ma è per ipotesi d^l quindi d=\ come si voleva dimostrare. 

2", Se h, 1 sono primi tra loro, due termini consecutivi Vn-i, Va sotto 
pure primi tra loro. 
Infatti dalla relazione 

V^ = kv„-i-\-lv„-2 

risulta che ogni divisore d comune ai termini On-i , va è pure divisore 
del prodotto Iva-ì; ma per il lemma procedente Va,l sono primi tra 
loro, quindi anche d (che è divisore di p») sarà primo con l e perciò 
sarà divisore di vn-t. Il numero d è dunque un divisore comune ai 
termini Vo-ì, t^n— ì; si concluderà dunque che è divisore di va-a, 
Vo— *,.-.. VI. Ma jJi ^ 1, onde rf^l come si voleva provare. 

Ciò premesso, torniamo alla questione enunciata in principio del 
paragrafo, e supponiamo che tra due multipli di vi come vmi, f(ni+i)i 
cada un termine multiplo anch'esso di vi : esso sarà necessariamente 
della forma Vwì+s con p<i. Ora se nella (1) si cangia » in tni ed s 
in p si trova 

«ini+s= t'Oli «H:' + '"y fml-l ■ 

E poiché cmi+e, o,ui sono multipli dì ui tale sarà pure il pro- 
dotto logVmi-i. Ma III ed l sono, perii lemma 1", primi fra loro; e 
primi tra loro sono pure v, e umi-i; {perchè ogni loro divisore co- 
mune d è pure divisore comune ai termini VbiI, '•'mi— i quindi per il 
lemma 2", è d= 1) dovrà esaere dunque v^ multiplo di Vi ; ciò che è 
assurdo poiché essendo per ipotesi p < i, è anche v,j < fi . 

11 teorema è pertanto dimostrato, e potremo concludere rias- 
sumendo : 

Teobema. — Se h, 1 sono primi fra loro, la condizione necessaria e 
sufficiente affinchi Vr sta multiplo di vi è che r sia multiplo di i. 

Corollario I. — / termini con indice composto maggiore di 4, sono 
numeri composti, {*) e se h>l è composto anche Vi. (**) 

Infatti se Ca è uno di tali termini, a avrà un divisore i > 2 e 
quindi Va ammetterà il divisore ri> 1, perchè è sempre ro> 1 e la 
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si riconosce, à causa del precedente teorema, che le coppie (va,vfi) 
(va , Vr) (vr ,v,]... (fn , Vm) hanno il medesimo massimo comun divisore; 
ma è u multiplo di m quindi esso sarà Vm, come si voleva provare. 

Si deduce immediatamente : 
à) Se m èil massimo comtm divinare di alquanti indici a, p, y, . . . , 
sarà Vm il massimo comun divisore dei termini Va , v^ , v^ , , , . 

Questi teoremi riducono la ricerca del massimo comun divisore 
dei termiai della successione a quella del massimo comun divisore 
dei loro indici. 

13. Da quanto è stabilito nel paragrafo precedente e), deriva che 
due termini Oa , o^ saranno primi tra loro sempre e soltanto quando 
è t!in = l, essendo m il massimo comun divisore degli indici a., ^. Ma 
essendo per definizione, 

l'i = 1, vt=^h, v,^=h*-\-i,... 

si riconosce subito che se A > 1, è soltanto ri^ l e quindi necessa- 
riamente wi = l, ossia ì due indici a, ^ sono anch'ersi primi tra loro: 
se è invece A=l si ha vi^\, v,=\ e perciò necessariamente m= 1, , 
oppure ?n^2; ossia i due indici x, 3 sono primi tra loro od- hanno per 
massimo comun divisore 2. Possiamo dunque enunciare i seguenti 
teoremi : 

a) Se li > 1, la condizione necessaria e sufficiente affinchè due ter- 
mini Va , vfi siano primi tra loro è che i loro indici a, ^ stano primi tra 
loro. 

h) Se h^l, la condisione necessaria e sufficiente affinchè due ter- 
mini Ca , Vfi siano primi tra loro è che i loro indici et, f abbiano tin 
massimo comun divisore non maggiore di 2. 

14. Denotando con fp[va) il numero dei termini della successione p 
non maggiori dì o« e primi con esso, e con cp(a) la funzione di Gauss 
rappresentante il numero dei numeri non maggiori di oc e primi con 
esso, si dedurrà dai teoremi dimostrati ora: 

l". Se A > 1, 

(11) ^) = V{^-) 

2». Se k=l, 

{12) TK) = T{«) + <p(f) 

con t[^)=^ quando a è dispari. 

La funzione tp gode della seguente proprietà: 
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Se invece A = 1 dalla (12) si deduce 



N=»(-)-»y. 

Se ne è fratto il secondo membro si riduce al primo termine, ma 
se è intero si ricaverà dalla (12) col mutarvi ce in ^c ■ 

^=''tó)+»(fi)- 

Sostituendo nella precedente il valore di qj i^\ di qui ricavato 
si ha: 

Se Te è fratto il secondo membro sì riduce ai due primi termini, 

nei caso contrario si muterà nella (12) a in jr, e procedendo poi 
in modo analogo si avrà in generale 

"-n^i-n^+'l^- +'-«"'Ti) 

essendo 2" la massima potenza di 2 che divide -^ . 



16. Un termine % avente per indice un numero primo pub essere 
primo composto, (*) ma per quanto precede (§ 11) non ammette 
neUa successione divisori diversi da sé stesso e dall'unità. Tra i ter- 
mini di indice composto il sdo l'i gode questa proprietà e nel solo 
caso di A = I, giacché allora i divisori del r. appartenenti alla suc- 
cessione sono Vi e tii = ri = A^l. Chiameremo perciò primi ndla 
successione i termini con indice primo in ogni caso, ed anche f* 
quando h = l. Ciò premesso si hanno i seguenti teoremi: 

Teorema I, — Ogni termine Vo ammette un divisore primo nella suc- 
cessione. 

Infatti se a è primo il teorema è dimostrato; se a è composto e 
non è una potenza di 2, detto p un suo fattore primo dispari, sarà 
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È poiché per le ipotesi v'^ divide m, ed inoltre è primo (§ 13) con 
ciascuno dei fattori c^^ , f' . . . , così si concluderà che »„ divide fj e 
quindi p è almeno uguale ad n Se ora si pone 



si dedurrà mi ^ 711 z, ed analogamente a quanto precede, che v^ è 
ad esempio uguale a Vn {non a v^ perchè per ipotesi è a, diverso da fi) 
e conseguentemeute q^s. Resta pertanto provato quanto abbiamo 
asserito. Che la condizione enunciata sia sufficiente è cosa ovvia. 

17. Se chiamiamo primi tra loro nella successione v due termini Va 
Ufi che non hanno altro divisore comune nella successione che vi = 1, 
si può vedere facilmente che Va , cfi sono primi tra loro in senso ordi- 
nario. Basta a tal fine provare che i loro indici a, p sono primi tra loro 
se A > 1, e che hanno un massimo comune divisore non maggiore di 2 
se A ^ 1. (13. a, b). Detto infatti m il massimo comun divisore degli 
indici, se fosse m>l »i>2 a seconda del caso, sarebbe Vm>- 1- Ma 
Vm è divisore comune (anzi è il massimo) ai termini Va,vfi; dunque 
Va, Tff avrebbero un divisore comune Ciii> 1 ciò che è contro l'ipotesi. 
Quindi necessariamente m = 1 o m non maggiore di 2, come si voleva 
dimostrare. 

Del resto si può anche notare che due termini qualunque t>« , vp 
ammettono a divisori comuni in v tutti e soltanto quei termini od nei 
quali d è divisore comune di a, S (§ 11). Conseguentemente se è l'i ^ 1 
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2*. P è sulla direttrice. 
In questo caso a = — -g- , e l'equazioni (4 ( 

(12) y'{x + p) - py (^ + ^) + i. (^ + 1- 

(13) " X(X' + y)-f (X*-Y') + p ; 

Le tangenti nel punto doppio P sono pei 
è dunque una strofoide obliqua, che ha per ai i 
Le coordinate del punto Q sono in questo i 
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ovvero 

(15) (2%-p)ar + 2py = 

che è indipendente dal parametro , 
Ne risulta che: 
1*. Se il punto P percorre ut 
una relazimie 

l'inviluppo della retta PQ è una 

2*. Se il punto P si sposta s 

relazione ^* = 2p!x), l'inviluppo t 

II. — Per tutti i punti P s 
Q è Htuato sopra una retta, e i 
gente alla parc^ola data. 

Infatti l'eliminazione di a i 

(16) 

III. — Per un punto P i 
asse e lo stesso vertice, il lu 

Infatti l'eliminazione d' i 

t7 punto P 
U punto P I 

8f 

U parai 
tuata su 
del puoi \ 



vtipoc 
ale. 
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SDLLi DETERIIHIZIONE DI ALCUNI COEFFl 

di uno sviluppo nella teoria del : 



1. S« con f ìndichiHino una funzione di due Tsriabili i 
genea e di gtnAa ni nelle Xi' xt. omogenea e di grado « i 
diamo i soliti sigoifìcati relativi alle ben note operazioi 
avremo rugoagiianza: 

a) /■= AnDY+ ai'"' (.ry)a-'D»-'a/' + a,C") {xyfl'- 



in cui le DV, D— '2/', D— 'Qy, .... sono funzioni delle b< 
I termini del necundo membro della a) sono affetti 

dipendenti dai gradi m, n e dall'ordine corrispondente al 
Essi sono legati dalle note formole di ricorrenza: 



. -!)(.« + . 

r»--i)- 



3) o,t") = a,(»-i) -( 



X:j ,j^(.)^a^U-.). 






(M + n-aX + lì(.n + n--J). + l ■ 

Lia determinazione di questi coeflicenti è fatta dnl CU 

'^''ì^oono alla teoria d^lle foi'Tne. Mi propongo di perveni 

' **'*anque di questi coefficenti col solo sussidio delle cogi 

'%_ Oeserviamo anzitutto che X non può superare n, e 

°^ «orrispondenti sono nulle. 
^S*onlanio nella 1) n = l 
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Sommaodo le b) e ricucendo : 

" •■'•'-Ì ^4..-;.,+„ -'»:J.;;rnn 



e ptr aostituzione nslU e) 
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11 Buaielli colpì nel segno quando scrisse * .... a nessuno sarebbe venato in 
uiimo di screditare, per via di dubbi e di diffidenze, qnel postulato (il postulato 
del movimento nella veste datuli dall'HoUel) se non vi si fossero ficcate le parole 
invariabile di foime ■ . ■ . „ 

1. Si verifica che la distanza tra due paesi b di un dato numero di km ; che 
la cassa contiene un dato numero di monete di data specie ; che un corpo ha ud dato 
peso; che una merce è ài data qualità; ecc.: sj verifica, in un dato ambiente, la 
legge di gravità, la porosità di corpi dati, ecc. 

Si dimostra nna proposizione su un triangolo, su un'operazione d'aritmetica, 
su formole algebriche ecc.; si dimostra, la ragione o il tnrto di un ci>otendent«, 
nn diritto, come un fatto debba essere avvenuto in un modo piuttosto che ip 
un altro ecc. 

Verificare significa disporre, ordinare, dei corpi fisici in modo da ottenere un 
determinato effetto; tale effetto o fatto sperimentale sarà poi indicato con una voce 
con na segno o con una proposizione. Dimostrare significa disporre, ordinare, 
delle proposizioni (in generale delle cose che non sono corpi) in modo da otte- 
nere, come conseguenza logica, nna determinata proposizione. 

Nel primo caso, come risultato della verifica, coi sensi si acquista la coscienza 
dell'effetto: nel secondo caso, come risultato della dimostrazione, si ha il cos) detto 
sentimento dell'evidenza. La verifica è, in tutto o in parte, operazione dei sensi, 
e per essa à proprio l'aggettivo sperimentale: la dimostrazione è essenzialmente 
operazione di logica e per essa è proprio l'aggettivo razionale, logica. 

Per quanto già si è detto, il moto non è operazione che si fa su enti geometrici, 
ma si bene nn operazione che si pnò fare sulle rappresentazioni di enti geometrici 
cioè figure; quindi il moto non potrà valere per dimostrare proposizioni su enti 
geometrici, ma potrà valere per verificare dei fatti (fatti indicati da proposizioni) 
sulle figure. 

Ma intanto, come va che le operazioni di moto e le proposizioni su figure si 
intendono (e ciò per comodità nello sviluppo della geometria s senza cadere in 
equivoci o contraddizione) come operazioni di moto e proposizioni su gli enti geo- 
metrici dei quali esse sono le rappresentazioni? Ecco il nodo della questione. 

». Cominciamo prima di tutto ad intenderci sulla nozione di identità. 

Avviene spesso che una stessa cosa si indica con due segni diversi, e si nomina 
con due vocaboli diversi; in tal caso si usa dire che le due cose corrispondenti 
ai due segni, ai due vocaboli, sono identiche. Quindi identità non esprime altro 
che QQB stessa cosa indicata in modi diversi o chiamata con nomi diversi. Non 
si deve dimenticare che i segni diversi od i vocaboli diversi, attribuiti ad una 
atessa cosa, corrispondono a, diversi istanti, nei quali si pensa alla cosa. La frase 
' Dna cosa è identica a sé stessa , non à che un modo per avvertire che la cosa 
si presenta al pensiero in due istanti diversi. Da una stessa cosa pensata in di- 
versi istanti, e quindi indicata con segni diversi o chiamata con diversi vocaboli, 
nasce il sentimento dell'identità. La frase * due forme identiche , non è che un 
modo per dire " si ha una sola forma pensata in duo istanti cioè attenuta due 
volte come risultato di astrazione sa nn corpo fisico o su due distinti corpi fisici. 
La parola " replicazione o mullilocazione „ che si legge nello scritto dal Bustelli, 
sarebbe conveniente per esprimere il suddetto concetto di identità di forma. 

Parlando di figure, all' identità si dà il nome speciale di caincidtnza o »oerap- 
potiziont: cosi si dice che, due punti coincidono o sono sovrapposti, per dire che 
si ha una sola rappresentazione di punto geometrico pensata in dne diversi istanti 
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di an corpo e di una forma clie noa la visione di una classe di corpi b di una 
classe di forme. 11 movimento con deformazione, introdottosi di nascosto e frau- 
dolentemente, nella geometria per mezzo delle frasi ' senza deformazione, invaria- 
bilità di una figura, ecc. , ha generato confusione ed ha fatto credere che il provare 
l'eguaglianza dello flgnre con l'operazìODO di movimento sia un i:ircolo vizioso. 
7. Per togliere di mezzo alcune obbiezioni che si potrebbero fare sulle prece- 
denti eoncluBioni, le quali sono in sostanza basate su queste tre cose distinte, corpo 
fisico, sua figura, sua forma, ritorniamo su ciù che già si è detto al n. 3, e ripren- 
diamo l'esempio delle palle da bigliardo, le quali producono su noi le identiche 
sensazioni. Fissiamone una, e su questa facciamo astrazione da una proprietà fisica 
(la quale sì traduce poi in una sensazione) p. e. dalla gravità. Dopo ciò, noi diremo 
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587. Si trevi: 

1* i7 luogo dei centi-i dei circoli inscrìtti ed ei-intcritti a lutti i triangoli, 
eht, eiiendo inscritti in un circolo dnto, hanno due loro lati paralleli a due dire- 
zioni date; 

ì" l'inviluppo del terzo lato di questi triangoli. 

E.-N. Baribien. 
RiMluilone dal dott. Robfrto Volpi a Hodana. 
1°. Sul circolo dnto C di centro O si seguine le coppie di pantì A, A' e B, B* 
per cui paaaano le tangenti rispetti vani ente parallele alle due direzioni fisse a eb. 
Scelto un punto qualunque X sopra C, sì dicano M ed N i punti in cui le parallele 
per X ad tt e 6 tornano ad incontrare C. Le bisettrici del triangolo XMN uscenti 
da X sono costantemente parallele a quelle dell'angolo (ab), quelle uscenti da M 
passano una per B e l'altra per B', essendo B e B' punti di mezzo degli archi XN 
e quelle uscenti da N passano per A ed A'. Detto poi Y il punto comune a tre 
di queste bisettrici, si osserva che uno degli angoli formati dalle MY ed NY è 
supplemento di Y(M)N -|- Y(N)M e quindi manifestamente uguale al complemento 
della metà di uno degli angoli {ab). Essendo adunque costanti gli angoli formati 
dalle HY ed NY e passando queste rette per due dei quattro punti A, A', B, B', si 
deduce che Y deve trovarsi au uno di quattro circoli fissi passanti rispettivamente 
per le coppie di punti AB', B'A'. A'B. BA. Di più si osserva subito che questi cir- 
coli (per la grandezza degli angoli iosistenti sulle corde corrispondenti alle coppie 
di punti testé nominati) debbono avere i centri net vertici del parallelogrammo 
circoscritto a C coi lati perpendicolari alle rette a e 6, e che debbono essere uguali a C, 
perchè, detto adee. Oi il centro di quello che passa per A e B. sihaB(Oi)A^=B|0)A, 
essendo entrambi questi angoli uguali ad uno di quelli delle rette a e b. Final- 
mente ai nota che acelto un punto qualunque Y aopra uno dei quattro circoli, 
per es., quello di centro Oi, la AY e BY incontrano nuovamente in M ed N e 
che la corda MN è capace in C di un angolo MBA' = A(Y)B — A(A)B = ang. {ab), 
e quindi che le parallele per M ad n e 6 s'Incontrano in un punto ]£ dì C, dando 
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534. Due circoli variabili e 0' ortogonali s'incontrano in due 
punti A e B fissi. Una delle tangenti comuni tocca i due circoli nei 
punti T e T'. 

1", Il luogo del punto comune alle rette OT' e O'T è una retta. 
2°. Il luogo del punto comune alle rette ÀT e BT' è un'ellisse. 
3". La differenza delle aree dei triangoli ATT' e BTT' è costante. 
i". Il luogo dell'ortocentro del triangolo ATT' è una quartica. 
536. Dimostrare che 

r aenM C03*9(f9 _ 1 f^ sen'9 coa'erffl 
(a^sen'9 + b' cos'B)* a'6' | a aen'tì + b* cos'tì " 

536. Dimostrare che 



sen'ip + ò'cos'qp = 



2 i rff Va'; 

J^ Va'sentp + fi'coatp J^ (a'sentp- 



co3*ip rfy 



+ 6'c03Cp)s 

537. Trovare l'area della curva inviluppo delle rette condotte per 
i punti di un asteroide in modo che la tagli negli stesai punti sotto un 
angolo costante. (Questa curva è la sviluppata obliqua dell'asteroide.) 

538. Sì considerino tutti i triangoli ABC, di cui la BG è fissa e 
di cui i] vertice A si aposta sopra una retta parallela a BC. Dimo- 
strare che 

1' il luogo dell'ortocentro e quello del centro del circolo dei 
nove punti del triangolo ABC sono due parabole; 

2* il luogo del punto di Lemoine del triangolo ABC è un'ellisse. 
E.-N. Bahisien, 

539. Calcolare 

J"[{l + rt sen''~'a:} senfn + l)xdx]. 

G. Giovanetti. 
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I NUOVI PfiOSR&HHI DI HATEUTIGA, mUk E FISICA 

NEI GINNASI E NEI LICEI 



Da oltre trent'anni eravamo abitanti a vedere i programmi di gaometrift nel 
Ginnasio e nel Liceo ridotti alla dìatribilzione del libri di Euclide fra i vari corsi. 
Finalmente coi nuovi, pubblicati nel Bollettino della P. Istruzione del 15 nov. 
scorso, bÌ è abbandonato questo bmtto sistema, e si è adottata uaa divìaione logica 
ed organica dei vari rami della matematica, indipendente dal vecchio codice Enclideo, 
e t«nendo conto dei snasidio che questa scienza deve dare allo studio della fìsica. 

Si potrà trovare a ridire su qualche particolare, ma complessivamente questi 
nuovi programmi sono un lavoro coscienzioso, maturamente ponderato, e degno 
dei maggiori encomi. 

Non intendo qui di esaminarli partitamente, ma mi preme soltanto rilevare nna 
cosa notevole e assolutamente nuova nel nostro paese. 

Essi SODO fatti accogliendo ed armonizzando le proposte degl' insegnanti di tutta 
Italia, tanto che possono dirsi il frutto della pratica, dell'esperienza di tutti; e con ciò 
non credo diminuire, ma anzi accrescere il merito degli egregi compilatori dei medesiiui. 

La pubblicazione dì questi programmi è una bella vittoria della nostra Aeeu- 
ciazione * Matbesis , e della Società italiana di Fisica, che, come è detto nella 
relazione, si ffcera organi nniorerali delle osservazioni e dei desideri dalla mng- 
gioranza degl'insegnaDti. 

L'opera assidua compiuta dall'Associazione ' Matbesis , in quattro anni, le 
discussioni avvenute in varie città d'Italia, e specialmente nel congresso di Torino 
del 1898, banno dunque recato un utile vero alla scuola; ed è da sperarsi che 
dopo quest'esempio tutti si persuadano della verità del vecchio proverbio Vunionr 
fa la forza, e vogliano prender parte attiva ai lavori dell'Associazione, ed in par- 
ticolare a quelli del secondo congresso, che, per iniziativa della medesima, avrà 
Inogo a Livorno nella seconda quindiclmt del prossimo agosto. 

Non posso infine tacere della soddisfazione che provo come vecchio e convinto 
fautore della fusione della geometria piana e solida. 

Nella prima sedata del Congresso di Torino i'è settembre 1898) fu votato ad 
unanimità, meno un'astensione, il seguente ordine del giorno: 

* E conveniente modificare possibilmente i programmi in modo che sia concessa 
" agl'insegnanti la libertà di scegliere fra il metodo separatista ed il fusionista ,. 

I nuovi programmi hanno resa possibile la libertà di scelta desiderata, espli- 
citamente ammessa nel n. 8 delle istruzioni, che è il seguente: 

* Nella prima classe del Liceo v'è parta di geometria solida e parte di geo- 

* metrìa piana. L' insegnante potrà svolgerle in quell'ordine che stimerà migliore ,, 

' Lo atesso ò a dirsi del programma della seconda classe, che si cbiude col 
' tratUto della misura .. 

Ma vi è di più. Net d. 4 delle istruzioni medesime è detto: ' l'insegnante 
' non mancherà di far notare agli allievi le analogie e lo differenze, cbe passano 
' tra alcuni enti, a mano a mano che se no svelano le proprietà, come, nella 
' geometria, tra la rett-a punteggiata, il fascio di raggi e gli archi di una cìrconfc' 

* renza, tra I triangoli e ì triedri, ecc. , E questa, mi sembra, è fusione bella e buona. 

D'altronde, dovendo fare in uno stesso anno argomenti affini di geometria 
piana e solida, anche i plii ostinati antifusionìsti si accorgeranno ben presta dot- 
i'utilità della fusione, G. L&zzeri. 

Giulio Lazzbri — Dìreitoie-renponsabUe 
Flnilo di itanrar* Il IS dlcembrs IlOO. 
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Probabilmente i matematici a lui post«riori non hanno fin qui battuto buona 
strada; e colla loro fantasia ingigantendo le diCBcoltà della dimaatrazione, hanno 
voluto escogitare metodi assai diCBcili e complicati, i qnali invece di condurli alla 
dimostrazione desiderata, li hanno sempre piii allontanati da essa. E questa mia 
opinione viene in certo qual modo suffragata anche dal Legendie, il quale nella IV 
parte % VII, pag. B86 del suo * Essai sur la théorie dee nombres „ a proposito della 
dimostrazione data da lui del teorema * Sulla reciprocità fra due numeri primi 
qualunque , cobi si esprime: ' In tal guisa abbiamo dimostrato un teorema che 
si pub riguardare come il piii importante della teoria dei numeri e che sotto varie 
forme ha ptesentato diflicaltà quasi insuperabili a chi voleva dimostrarlo seguendo 
altre vie. La dimostrazione che ne diamo, dopo^ Federico Gauss, à tanto piii im- 
portante in quanto, che essa h fondata su principii elementarissimi e non occorre 
premettere ad easa teoria alcuna. Chi sa quanti teoremi come questo, reputati diffi- 
cilissimi nella scienza de' numeri, non si possano dimostrare assai facilmente; e vi 
è sempre da sperare che si trovino dimostrazioni assai semplici anche per quelli. 
che sono stati fino nd ora dimostrati con metodi lunghi e complicati ,. 

1. Ognun sa con quale immenso successo il Fermai abbia coltivato la scienza 
de' numeri, in cui egli additò nuovi orizzonti e tracciò nuove vie ; disgraziatamente 
perù egli ha tramandato ai posteri senza dimostrazione un gran numero di teoremi 
intéressantissimi, e le poche che rimangono fanno viepiù rimpiangere quelle che 
mancano e quella che pur troppo sono andate perdute. Infatti dal seguente passo 
di una delle sue note su Dlophanto pag. 187. (Vedi 'Essai sur la théorie dea nombres, 
dal Legendre, Parte li, § IV, pag. 183.) ' Imo propoaitionem pnlcherrimam et ma- 
sime generalem noa primi deteximus. Nempe omnem numerum vel esse trianguluiu 
ve) ex duobus ant tribus triangulis compositum. esse quadratura vel ex duobus 
aut tribus qnadratis compositum ; esae penlagonum voi ex duobua, tribns, qnatuor 
■ut quinqne pentagonis compositum et sic deinceps in iofinitum in hexagonis, hepta- 
gonìs et polygonia quibualibet, enuntìanda videlicet prò numero angulorum generali 
et mirabili propositione. Eius aut«m demoastrationem quae ex multis variis et ab- 
strasissimis numerorum myeteriis derivatur hic apponere non licet, opus enim et 
librum integrum huic operi destinare decrevimus et Arithmeticen hoc in parte nltra 
veteres et notos t«rminos mìnim in modum promovere , risulta ben chiaramente 
che il Fermat stava scrivendo una grande opera, la quale come egli stesso asserisce 
doveva contenere molte e belle proprietà sui numeri; e, come giustamente dice il 
Legendre, i geometri dovranno ben dolersi per lungo tempo che questo illustre scien- 
ziato non abbia potuto condurre a compimento il suo disegno e che i suoi congiunti 
od amici, divenati depositari dei suoi manoscritti, non li abbiano fatti conoscere 
al pubblico. In osai certamente aì aarebbero trovati, oltre le dimoatrazìoni ancora 
ignorate di parecchi de' suoi teoremi , metodi degni della sagacia dell'autore, i 
quali accoppiati alle scoperte posteriori avrebbero di molto contribuito a perfezin- 
Dsre quella parte ditScilìsaima delle discipline matematiche, che ò la teoria dei 
numeri. Però è certo che anche il Fermat steaso, come parecchi matematici a 
lui contemporanei, molte volte si compiaceva di enuDoiore teoremi, che in gran 
parte egli aveva sicuramente prima dimostrati, eenza renderne note le dimostrazioni 
trovate, come ad esempio questo. ' II numero 2^' — 1 = 2.147.483.647 è un numero 
primo ,; teorema che fu in appresso dimostrato dall'Eulero (Mém. de Berlin an. 1772, 
pag. 36). E come risulta anche dalla lettera seguente al padre Mersenne: ' Vona 
demandez si le nombre 100. 895, 598. 169 est premier ou non, et une roéthode 
pour découvrir dans l'espace d'un jour, s'il est premier ou compose. A cette 
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qnestion, je réponda qae ce noiabre eat compose et ee fait da produìt de ces 
deox; 898.423 e 112.308 qui 8ont promiers. Je anis tonjonre, mon révérend Pére, 
Totre très-hamble et très-affectionoé servìteur. Fermai .. 

Qai sorge spoatouea la domanda: Quali le ragioni di questo fatto? Innanzi 
tatto ne abbiamo noa nello spirito di que' tempi, in cui gli scienziati ai propone- 
vano a vicenda questioni da risolTore; ma il piii delle volte essi nascondevano, 
invece di farli conoscere, i loro metodi, per TÌserbarsì nnovi trionfi in avvenire; 
ed a qneeto si aggiunga anche lo spirito di nazione; imperocché vi era in quel- 
l'epoca Dna grande rivalità, eovraitutto fra i geometri di Francia e qnelli d'Inghil- 
terra. Potrebbe però anche darsi cbe il Format medesimo, riandando in seguito la 
dimostrazione del suo teorema. L'abbia trovata insufficiente od in qualche parte 
imperfetta. Ciò non deve punto recar meraviglia, quando si rifletta che anche 
la dìmostrazioDe del teorema seguente: (*) Il sistema indeterminato di equazioni: 
2y' — l ^x, 2z' — 1=1* ammette le sole due soluzioni : 

!• a: = j, = I = 1, 2* x = l, y = 2, z = 5. 

(dimostrazione cbe il Format ha inviato in una sua lettera al Frenicle) (•*) non ai è 
potuta rinvenire, perchè forse fu trovata insufficiente dal Frenicle stesso, non paren- 
domi ammissibile che questi l'abbia, in caso contrario, tenuta nascosta; e quando per 
di più sì pensi che talvolta il Fermat stesso cadde in errore, come ad esempie in 
questo teorema: * La formola 2'° + 1 dà sempre numeri primi ,; giacché ognun 
sa che Eulero dimostrò poi essere 2*' + 1 — 841 X 6.700.417. 



8 11. 



1. In questo paragrafo della presente memoria faccio conoscere alcuni miei 
risultati in parte nuovi ed in parte, benché noti, ottenuti con metodi diversi ed 
assai più semplici di quelli seguiti dal Calzolari e da altri. Innanzi tutto espongo 
alcune considerazioni generali sull'equazione i" + j" ^ i" ; indi dimostro che ■ la 
differenza dei biquadrati di due numeri interi ed ineguali non è mai eguale al 
quadrato di un numero intero , il qua! teorema mi servirà per dimostrare quello 
di Fermat nel caso di n = i; poi risolvo l'equazione x' -\- g' ^ «', esponendo indi 
le importanti proprietà dei numeri x, y, z che la verificano. Al § X poi dimostro 
r impossibili tii dell'equazione a;' -)- y' + s' = in numeri intori. 

Per brevità, secondo la logica matematica, un numero intero positivo lo indico 
con Ni e diverso dallo zero; un numero intero e positivo cbe può essere anche 
zero lo indico con Nd; ed un mnltiplo di un Ni qualunque a Io indico con Nia 
o a. Ni, ed un nomerò primo con N^, Il numero n significherà sempre nn Ni. 

2. Coneidarazioni generali sull'equazione x" -(- ^^^ ^ 2°. 

a) Teobena. — AMtnMso vtro U teorema di Fermat per gli Ni , e»»o è vero 
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*) Tbobbna, — Swppimiamo che l'etponmlt n i 

un Ni2 + 1. o M a un Ni2, eonlenga almeno un fallo 

x<y<l2 «d z tia un Np; io dico eh* la (1) non pMÒ 

DmosTBAZiora. — Infatti pai teorema cj ai sa che è ^ 

bì sa che e è un numero composto e divisibile per x^' 

i valori 0, 1, 2, 3. . .; ma essendo x:^ 1, ne consegne tiheè 

quindi x non pnò essere divisibile per -t^' + n^'; danqu 

fj Trokbma. — AmmeMO, te è postibiU, che l'equat 

potsa ttttr aodditfatta in Vi ed x ed j «tono degli Ni con 

e te è (in Ni2, contenga almeno un dimtore Ni2 + 1> (" 

DiitosTB*£ionB. — Supponiamo, se è possibile, che 
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mari x, y, z ai poBaoDo aapporre primi tra loro, dna debbono aasare degli Ni2 + 1, 
ed ano di qnesti aicnramente è x. Infatti ae x foaae on Ni2, ftllora y e » aarebben 
dogli Ni2 + l;e dalla (1)8Ì arrebbe x* = »' + y'. la quale si moatra subito che t 
aasurda, poiché aasando 

i* = N,4; r» = N.4 + l. y* = N,4 + l 
e quindi 

N,4 = Ni4 + 1 + Ni4 + I, 



che è assurda. Donqua 2 è un Ni2 + \; ma y può essere an Ni2 e un 
consideriamo separatamente questi due casi. 

1° Cabo y è N,2. 

Poniamo y = 2i . S, ove a e p aono degli N, ; dalla (1) ho 

a!'±*=:2a'; x't* = 8P*1 e quindi: :c' = a* + 4p*; 
dall'ultima ricavo 

«•_«* = (X + <x») {X - «') = 4P*; 
ora ponendo p = B.Y, ove Bey sono degli Ni, ai ha 

I + b' = 25' , X — a' = 2r* 1 
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sono degli Ni, i qasli ai è veduto (vedi Teor. e) Osa. I*) che sod tutti egaali 
A te; e reciprocftineate se ne dedurrebbe 
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e si sa che è: 

ove X à un Ni3 -|~ !■ Dunque u" ■+■ v" aarà divisibile per z <= u + o + w, se s&rà 

. (2) «. = 2Vw.cos^, 

il qua! Talora è fnuziane aimmetrica di u e n e Bara un N| , ae lo sarà il 2° membro 
della (2). 

Consideriamo il 2" binomio 

„"_(„_ p)» = „n _ ,„ _ „,n _ „ ,2tì _ „) [„> _ 2„ („ _ „) coa^ + (r - u)']. 
[u'-2u(<--«)coa^ + (..-«)']...[«'-2»(.--t,)<:os^!^n + (r-«)']. 
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La dimoatrftiioni ante per i vari caai particolari si fondano sulla teoria della 
forme qaadratieha dei N,; ma le difficoltà incontrate da Legendre sn qnsata via 
provano cha kvri poca aperao» di applicare con esito favorevole gli alesai principi 
ai casi, ia eoi l'esponeate m prendK valori maggiori. 

U Lamé dimostrò l' impossibilita dell'equaiione 2' + y' + >' — senza battere 
la stessa via seifuita da altrL H. Lamé mostratA che x, y, 2 posBono anpporsi primi 
fra loro, dimostra nn lemma importante, a cioè che il rapporto fra la somma 
X •\-y + z e la radice 7"* del prodotto {x + y) (a; + 1) (y + ») o di esso moltipli- 
cato per 7 è nn quadrato perfetto; poi mediante quest« lemma dimostra facilmente 
che è impossibile di enpporre le tra incognita non divisibili per 7, ciò che si sapeva 
già; ed infine suppoDando una delle incognite divisibili per 7, e fondandosi sul 
lemma, di cui si tratta, egli rimpiazsa l'equazione proposta del 1"" grado con nn'altra 
equazione, di cui il 1" membro è del 4° grado, il 2" membro esaendo dell'S'", e 
che può essere presentata sotto la forma: 

poi egli dimostra l'impoaeibililà di risolvere quest'ultima equatione, col auesidio 
di una serie di operazioni simili a quella, che fornisca la riaoluEÌoue dell'aqnaiìone 
della furma: i' — y' = A. 

Osservano Liouville e Caachy che il lemma del Lamé è una conseguenza ne- 
cessaria di questo importante teorema di analisi. * Se si sottrae la somma delle 
potenze ti"'"" di due incognite x, y dalla potenza n"'"* dalla loro somma x + y, 
il resto sarà divisibile algebricamente non BoUment« pel prodotto nxy (x -(- y), 
come Io si riconosce facilmente ; ma ancora per i valori di n > 3 per il trinomio : 

x'' -^ xy ■\- y* =^ '— , ed anche pel quadrato di questo trinomio, allorché n = 

= N16 -(- 1 .. Applicando questo teorema al caso, in cui si ha: n ^= 3, n = 5, n ^= 7, 
ai ottengono successivamente le formole: 

(t + y)' — x^ — y*^ Zxy (« + y), 

(x -\- y)* — x'- — y'^ = hxy [x -V y) . [x^ -f- xy -|- y'), 

ix + y)' — a;' — y' = 7a:y {x -{■ y) {x' + y^ + xy)\ 

di cui l'ultima conduce subito al lemma di Lamé. 

Si può abbreviare la dimostrazione del Lamé, quando si cominci a stabilire 
l'impossibilità di risolvere l'equazione: i' = x' — -jx'y' -f 77 y*, prendendo per 
X, y, 2 degli Ni primi due a due fra loro e per y un quadrato pari. Del resto il 
metodo col quale ci si arriva non differisce in fondo da quello che serve a dimo- 
strare l'impossibilità di risolvere in N| l'equazione £' = j;*-|-y*; e servirehb» 
egualmente a stabilire l'impossibilità di risolvere in Ni nn' infinità' di equazioni 
della forma: 

2' = X* — Ax'y' + By». 

Quantunque il Lamé non abbia potuto dimostrare il teorema di Fermat, che l'Ac- 
cademia aveva messo al concorso del premio, tuttavia fu trovato Ìl lavoro del 
Lamé buono ecc. 

Post-acripimn. — Si dimostra facilmente il nuovo teorema enunciato in questo 
supposto, cos'i: 
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Ora vedremo quali consegoenze risultano da questa H/j; divideremo la dimo- 
strazione in tre parti. , 
1*. L'ano dei numeri x, y, z deve essere un N|8. 

Infatti ogni numero non un Ni3, poBitivo o negativo, è della forma Sm ± 1 
ed il SQO cubo 27tn* ± 27m* + 9"> ± 1 ò della forma 9n ± 1. Se dunque nessuno 
dei tre numeri x, y, z non è un NjS, la somma dei loro cubi x' + y' + z' dorrà 
essere di una delle quattro forme 9n ± I, 9n x 3 e non potrebbe per conseguenza 
ridursi a zero. Dunque uno dei tre numeri x,y,z è nouessarismente un NjS. 
2*. Quella delle indeterminate che è un N]2, à ad un tempo un Ni3. 

Sia z un NiS e sia « ^ — 2~ti, w essendo un Ni2 + 1 ; sicché si ba l'equa- 

x^ + y' = 2»°'«' ; 
io dico che it è un N,3. 

Infatti supponiamo, se è possibile, che u non sia un N[3 ; il 1° membro x* + y* 
* il prodotto di due fattori x -^ y e x* — xy + y*, il quale non pn& avere che S 
per divisore comnne (vedi Oss. del n. 7); e poiché 3 non divìde il 2° membro 
2*^', ne consegue che questi due fattori son primi fra loro. 11 loro prodotto deve 
essere un cubo ; se d'altra parte si osserva che x* — xy -^ y^ é sempre un Ni2 -|- 1, 
se ne concluderà che 2'*° deve essere fattore di x-^y; coA si dovrà porre: 

x+y = a'-a', 
x' — ly + y* = fi' ; 
ciò che suppone u=:af, p essendo un Ni primo con a. 
Ora se si mette la 2* equazione sotto questa forma : 



sì vede che il 2° membro essendo della forma p^ + 8g'; il suo divisore fi, che è 
un Ni2 + 1, dovrà essere della stessa forma. Facendo dunque i=^f*-{-Zg*, poi 

(/' + yV^3)'-F + Ov'^3, 



sicché si soddisferà genra-almente all'equazione precadente facendo: 
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permntAndo opportunamente le verticali, [i indica 
inversioni che presenta il gruppo j'i.À ■ ■ ■ ijnt e*"** 
permutazione degli m numeri che vi figurano, e \ 
inversioni che nella permutazione sj, , sj, , . . . , aj. , Vm- 
mano colle r. 

Permutando in tutti i modi possibili i medesimi 
otterremo mi termini di P, la cui somma sarà 



(5) 



(-!)■« 



essendo a il determinante della matrice À omologo a 
Applicando il medesimo procedimento a tutte 1 
si ottengono dalla (4) e che corrispondono ai sisten 
versi delle j, otterremo altre espressioni analoghe al i 
il valore di v è sempre il medesimo; avremo quind 



ossia, per la (2), 


P = (-l 
A.B = ( 


-1)'P 




come avevamo asserito. 


Abbiamo per es.: 


|(lMfls.flK ■ 


6,1 bit Al» Al* A,6 
b„b„b„b„b„ 
b.b.b„bub„ 
bti hit bta bu ba 


=i-iy 


C,i C,4 hi h» 

c„Cuhibn 

CrtCìtbtihi 
Ca Cu bii bta 




= 


hi «lAt + «lA, + aiéit ht (W-„ - ■ 

%, aiJ>aa + «lift»» + rt«6» f>tt dM^M - ■ 
hi Oi,bn + (iitbu -\- a,^M bn (tuba - ■ 


S. Ogni 
esprimere n 
ducono aaaa 


mio 
ned 

i fa 


ore di P, in cui figurano elementi t : 
ante il prodotto di due matrici coni 
cilmente dalle due matrici date A e '. 



nore è, a meno del segno, anche minore del det( i 
ottiene moltiplicando le due matrici coniugate A e [ 
Supponiamo che si tratti d'un minore M d'ordine j 
elementi della diaconale principale siano 
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minante nel quale k — k verticali hanno gli elementi nulli ad eccezioni 
dell'elemento che si trova sulla diagonale principale e ohe resulti 
uguale a D. 

£ quindi facile dedurre che, sviluppando il determinante ottenuti 
per prodotti di minori contenuti in quelle h — k verticali, si otterrì 

H'H.D^-', 

dove H' ed H sono due matrici rettangolari coniugate, di cui la primf 
è formata cogli elementi di Dn che figurano in 5'^' e la seconda si 
ottiene sopprimendo in D„ tutte le orizzontali che contengono quegli 
elementi che in S""' sono stati sostituiti coi loro complementi alge- 
brici in D e disponendo in questa le orizzontali e le verticali in mode 
che la matrice comune alle prime k orizzontali ed alle prime k ver- 
ticali sia identica ad H'. 

Le due matrici ora menzionate sono coniugate perchè H' con- 
tiene A verticali e i orizzontali, H contiene (j"J verticali ed [Zì—h+k 
orizzontali e quindi la relazione (1) è soddisfatta; in esse sono poi 
corrispondenti quelle verticali i cui elementi appartengono ad una 
medesima verticale di D„ (cioè le verticali d'ugual rango). 

Possiamo quindi scrivere 

(_l).t.5i.)D.= H'H.D--N 

epoichè è noto (teorema di Sylvester) (•) che D„ = D^*~'% deduciamo 

infine 

(6) Ò»> = (— 1)'+' H'H . D"'"" f"-'^. 

Abbiamo cosi provato che 

Vn determinante Z^^ if ordine h, dedotto da D„ nel modo detto, è ugnale 

(in valore assoluto) alla potenza \h — k — I . j j del determinante 

primitivo D, moltiplicnta per il prodotto di due matrici rettangolari co- 
niugate, di cui una è formata cogli elementi di D™ che figurano in 5'" e 
l'altra s'ottiene sopprimendo in D^ quelle orizzontali che contengono gli 
elementi i cui complementi (Ugebrici in D entrano in 5""' e disponendo in 
questa le orizzontali e le verticali in modo che le prime k orizzontali e 
le prime h verticali formino una matrice identica ad H'. In queste due 
matrici coniugate sono poi corrispondenti le verticali (f ugual rango. 

Se supponiamo ^=(",). 3"> diventa il determinante A'"', prima 
considerato, e quindi, osservando che in tal caso abbiamo r^^s, e 
che inoltre la matrice H' diventa identica alla matrice H, dalla (6) 
otteniamo 



PERIODICO DI MATEMATICA. 209 

equazione che ammette >r — I radici y, il Tnlora di ciascann dalle quali, aostì- 
taito nella (5), da luogo ad a valori dalla x. 

Sì hanno quindi «|rn — I) radici, che insieme alle s — 1 date dall' equ aziona (3), 
diDQo ini — 1 solazioni doli' equazione (1), dunque: La risoluzìona di un' equazione 
del grado f»i — 1 del tipo (1) si riduce alla risoluzione di m + I equazioni, delle 
i|uaIì una del grado a — 1, un'altra del grado in — 1 e ir — 1 del grado s. 

Se le quantità a,r sono reali e dlaeguali, pure reali e diaeguali saranno le 
radici dell'equazione. 

lu particolare per m = 2, a = 2, a,i = 0, dn = — 3, on = — 1, a,, = — 2, 
ai ha la pripia delle equazioni proposta: 



f, [xì = * (a: — 8); ^, U) = (a; - 1) (jr - 2); x' - 3a: = y ; f,'l.x) ^ ft' W = 2r - 
quindi rianlta 

Si — 3 = 0, da cui x, = -|- ' 



e perciò dall'equazione 

a:» - 3x + 1 = 

ai ottiene 

j, _ 3 ± V 5 
x,~ 2 ■ 
Similmente l'equazione 

X X — 1 J — i X — A X — 4 X — b 

per la quale a » = 2, m = 3, au = 0, oii = — 5, oii = — 1, n»i = — 4, e 
Un = — 3, risolta dà per radici : 



..t 



2' Caso. — Consideriamo ora un'aquazione del tipo 



(semplice ca[ 
^amento de 
grammi snch 

4'. 11 
Trigoaometrii 
prescritto pai 

5». Vi 



ed all'altro de 
delle coniche 
tannante, coli 
tu ti Tecnici. 

Né il Mai 
SODO i secood 
cedanti, anch< 
I". Per 
elementare, e 
perflaa o dani 

Geometria, de 
ee i avvÌBt«. 
indicati, col 

2*. Per 
mente note, d 
intomo a qne: 
il completamt 
litico e l'appi 
del resto, qu< 
e teorie noti. 
3*. Man 
metodo coaide: 
Oltre a ti 
ÌDdipandaiitem< 
legittimo della 
sarà mai scoli 
tanto meao pa 
razionale di M 
disse eopra, di 
senza troppe 
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meno corauni e meno facili, mentre molti dei piii ovvii 
meglio — per porre in evidenza lo studio e le cautele nec< 
l'esame dalla figura ed all' introduzioDe di linee ausiliarie — 
dell 'esposizione avrebbero acquistato aria di freschezza; il 
relazioni fra' problemi del libro e fra essi ed altri, che si 
la sproporzione, per difficoltà e per eatenaione, fra il prim< 
e gli altri tre di applicazioni ed esempi; insomma, la man< < 
todo didattici, indispensabili in nn libro * scritto per gì 
scuole secondarie e non per i dilettanti o per gli studei ' 
riori . (pag. 6). 

[o non so intendere l'opportunità del capitalo primo, li 
volumetto comprende 146 numeri di questioni — si riaolvon i 
per presentare esempi d'esame della figura, d' introduzione I 
composizione e decomposizione delle figure, e poi si danno i 
esempi delle cosidette soluzioni con attificiu; come se si ]< 
lungo esercizio, a fare l'esame della figura senza bisogno di 
zioni con artificio e di applicare alcuno dei metodi esposti i 
indicati nel libro e come se, senza di questi, fosse possibile ' 
zioni dette dall'A. con artifizio. (') Ricorrervi tacitamente f 
po' troppo. E si vuole ammaestrare gli alunni nelle cose prò 
iniziale, quali sono l'esame della figura e l'introduzione di I i 
nendo in essi cognizioni ampie e complete di Planimetria e 
zione e sveltezza sufficiente all' intelligenza dpi problemi 
tanto da dire siiptrfliii rilievi interessanti; per potere poi svi I 
nei metodi chiamati facili dall'A. " i luoghi e la similitudine 



>niblMiii 3, •oUinto dopo di avar deteraiiiiita CDB, ai dica oke qucat'a 
itrulre II trliDEolD CDB, mentis t'A. ara in dovere di far aiiliita rilav.i > 
Itlangaio damaiidato poteva farai dipendare da quoila del triangola CDB 

Nal piolilama 1. al aCranua, in principio della kohiiiono, una proprietà, di < 
laiiu che 11 latterà sappia a aba iiovarà Ule proprielà. la qiial cosa gli 
Mndogli la eoelniiioiia: questo uoii à earto eiame dnlla Dguia. Nel pr 
il triangolo ADE i igaacele, per poi dinioatrarlo. Nel pr^tolama 33, die ai 
iwnipio di analiii. l'A. eoiiduea subite le parpendieoliirl a daneriva il ce 
.i*TÌ. Kal problema di C-'llgliit— 110). Iieltiaaimo eaempia di n<4i.iiD»i e 
Raeeelia di F. 1. C (uuDiari 5I-S3). ai aciopa subito tutu la ballaLsa d< I 
' Tediamo di ìiitrodurre nella Rg, Dn elemento noto , (png. b2ì. Faggio a i 



Inai HI. le Unt'a Buiiliaria non auggeriioono la soluiione; m 

a pag. "»; ma lo fa in 64. 

ntl Msnnsle. Devav* in qnalclis modo asaere lilo'ito i 
dello gf a>o tipo, perche 11 procedimento riiolDIivo dlpen 
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dì cui dà uu' interpetrazione geometrica.) — Pr 
bUodì proposte. — Questioni risolate. 

Fase 2° {15 ottobre 1900). — M. HéollUr, V 
della trìgonom stria, trova la noia formnlft del voi 
degli spigoli.) — G. De Racquigny-Adanson, Sul 
Bidera le proprietà di ao quadro formato da file 
tutte col primo termine 1, e aventi per ragioi 
if. G. Fonttné, Sulla altezza di uu tetraedro. (D 
di Joachimatal, di PrìuvÌd, ecc. e rifereodosi a i 
rate di mat. elem. del 1897 fa alcune interessan 
agli esami. — Questioni proposte, — Questioni 

Fase. 8" (1 novembre 1900). — M. G. Fonie 
(cont.) — L. G., Problema della carta. (Discns! 
Pothenot.) — Preparazione agli esami. — Questioi 

Fase. 4" (I novembre ISOO). — L. G., Equa; 
dato un sistema dì n equazioni con n incognite, 
lunque metodo un sistema di n valori per quoatt 
del sistema dato, purché non si sieno eseguite e 
lione figli esami. — Questioni proposte. — Quee 

Fase. 5° (1 dicembre 1900). — Note e corrispoc 
mediane di nn triangolo. Hakomo propone la din 

* Le perpendicolari costruite dai punti medi de 
' triangolo dato ai lati di questo, i 
mastra i teoremi di Poncelet relativi 
alcune identità per lo studio delle ' 
Preparazione agli esami. — Questioni proposte. 

Fase. 6° (15 dicembre 1900). — E. Rebuffeì, 
triangolo. (Due dimostrazioni elementarisaime de 

* maggior angolo corrisponde la minor bisettrice ,. 
Questioni proposte. — Questioni risolute. 

Fase. 1" (1 gennaio 1901). — E. Rebuffei, N< 
(Osservazioni snlla potenza d'un punto rispetto a 
di Poncelet, e quadrilatero circoscrittibile (v, fase. ! 
Questioni proposte. — Questioni risolute. — Biblio 
matetaatiehe di J, Boyer.) 

lournal da milhém, élém. publié par H. Vuibtr 

Anno XXIV, fase. 12" (15 marzo 1900). — A 

palinomi interi. (Dimostra il noto principio d'idei 

Fase. 13° e U° (1 e 15 aprile 1900). — M. 

razionale di secondo grado , , , p — — -; . (È ni 
ax' + bx + e 

di qneeta funzione, delle sue variazioni, de' suoi 
Fase. 15° (1 maggio 1900). — C. Sioeht, Not 

(Corregge il comune ragionamento che si fa per si 
Fase. 16° (15 maggio 1900). — G. Reeh, Sul 
Fase. 30" (15 luglio 1900). — G. Flevry, St 
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Gli aggrappaienti prospèttiviTproiettnl di 8 



È nota l'importanza della tecjria degli aggnip 
di ordine n, che il De-Paolis pose a fondamento à 
mente geometrica delle lìnee a superficie algebrii 
morìe sull'argomento, che, sebbene incompiute, ott 
postumo dalla R. Accademia dei Lincei. 

Gli aggruppamenti proiettivi sono stati studiati 
tici. come apparisce tìall'elenco di pubblicazioni a 
della presente nota, nel quale ho indicato i princi 
conosco sull'argomento. 

Con questa nota mi propongo di portale un n 
alla teoria degli aggruppamenti proiettivi, del 3" e 4" 
con metodo puramente geometrico come le loro pr 
tali divengano assai facili ed intuitive, deducendo 
aggruppamenti prospettivi; la qual cosa era già si 
Schubert analiticamente soltanto per gli aggruppani 
3* ordine. Scopo principale di questa nota del rest 
liarizzare i lettori del Periodico con questi conce! 
così Io studio dei lavori di maggior mole. 



I. Definizioni. — I. Exmmlo r,,ri,,..r„, (B) n 
[p](*) appartenenti ad uno spazio [n-|-p], tali cliv <ìi 
non abbiano un punto comune si chiama aggruppami 
ohìine n e specie p-|~l l'insieme di tutti i (/ruppi G 
ottengono cmne inteì-sezioni delle a rette ri, rj, . . . r. con 
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contra r„ ,r^, e poniamo Ph,i={''hO- Per OPl.iPi,j passano infiniti piani, 
e quindi ogni punto di n forma un gruppo dell' (Ai)« con P^j, P^ ossia 
Pi.,1 Pk,i sono apolari. 

Inoltre il piano On è tagliato dalle n , t\ nei punti P^m, Pk,i.i dun- 
que ogni punto di n forma un gruppo deir(Ai), con Ph.i„ P^j.. Dunque 
anche questi due punti formano un gruppo apolare. — Riepilogando 

Pai , P.,iì 

p p / è un gruppo apolare per ri , r» 

pZUZ] 

P.,< , Pi,. / ' " ' .'••.'■: 

P...,P..t 

P>,a,P»,il ' " " " '^'.'«■ 

2°. Consideriamo ora un (Ab)», cioè esaminiamo il caso in cui le tre 
rette sono i lati di un trilatero. Le coppie apolari sono formate dai 
vertici convenientemente combinati e precisamente nel modo seguente, 
avendo posto Pi = (»-i,, n), 

P. , Pi I . , 

p p > e un gruppo apolare per n , f» 

P. ! P. l 

P» , PO 

P,,P, / " ' " . n ,r,. 

S, Finora abbiamo supposto che le rette n, j-j, r, sieno in posi- 
zione generale. Esaminiamo qualche caso particolare. Se due rette, 
per es. n, ft, concorrono in un punto, i due punti Pi,g, Pi,g coincidono 
ma nulla dobbiamo variare a quanto abbiamo detto. 

Se tutte e tre le rette passano per un punto i sei punti Pi.b coin- 
cidono. 

Se le tre rette si, st, % coincidono (cioè se appartiene alla qua- 
drica individuata da n, ra, r,) allora Pi,i., Pi.v coincidono ed i.due gruppi 
npotari di ogni coppia di rette coincidono. 

Se due rette, per es. )i, ra, ed il centro stanno in un piano n, ta- 
gliato in" Pb da r», l'aggruppamento {A»), si spezza in un aggruppa- 
mento di 2" ordine ed in uno di 1". 

Infatti ogni gruppo Gj dell'aggruppamento (Ai), determinato dal 
fascio di centro sulle n, 'a forma un gruppo Ga dell' (Aj)» con qual- 
siasi punto di fa, e il punto Ps forma un gi'uppo Gj deir{Ai)j con ogni 
coppia di punti delle r,,rt. In questo caso diremo che r(Ai)i è de- 
genere. 

Lo stesso avviene se, essendo le tre rette n, i», Va sghembe, il 
punto è situato sopra una di esse per es, su ra. 

In tal caso infatti l'aggruppamento (A^a determinato su n, ri dal 
fascio di piani che ha per asse ra forma un gruppo Gg con ogni punto 
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Siano Mk', Mi" i poli di Pi rispetto ad A'p, e A"p,, Allora ciascuna 
delle coppie {Pi',M'i,), (Pi", Mi "),(P|, Pi) formano con Pi, un gruppo dell Ap„ 
ossia appartengono ali "aggruppamento polare di Ph. Così si possono 
riguardare come noti gli aggruppamenti polari di Pn e Pi. 

Sia ora Mi. un punto qualunque di /ì, e Mi'. Mi", M[ i suoi poli rispetto 
ad A'p„A"p,e all'aggruppamento polare di Pi. Ciascuna delle tre coppie 
(P'i.M'i), (P"L,M"t), (Mi, Pi) forma con Mn un gruppo dell'Ap,, ossia esse 
appartengono all'aggruppamento polare di Mi. e Io determinano. 

Infine sìa Mi un punto arbitrario di /"i e M'u , M"j , M'"^ i suoi 
poli rispetto ai tre aggruppamenti polari di tre punti M'i., Mh", M"i. . 
Le tre coppie (M'h, M'k), (Mn", M'k) (Mh"', Mt"') individuano l'aggrup- 
pamento polare di Mi. 

Segue da ciò che 

Gli aggruppamenti proiettivi del ferzo ordine xono oc'. 

Infatti per determinare un Ap, occorrono tre condizioni necessarie 
ad individuare I'A'd., tre per I'A't). ed uno per il gruppo (PiP,Pi). 
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Se due fasci di Ap, hanno due aggruppamenti comuni, coincidono. 
13. Ogni aggruppamento proiettivo Ap, del .'f ordine si può dedui 
da un aggruppamento (Ao)« o (Ai)a prospettii-o. 

1*. Dimostrazione. — 1. Supponiamo Ap, non degenere e individua 
dalle Bue coppie apolarì, costituite dai sei punti Pi.i,, e da un s 
gruppo M„ M„ M, (§ 10). 

Si prendano tre rette n,»"»,^» sghembe due a due ed un punto ■ 
essendo ^i ]a retta che passa per e incontra n, n, si ponga P'ii,=r. 
e siano M',, M'b, M'» i punti d'incontro di n, »'t,»'« con un piano ari 
trarto condotto per 0. Si stabiliscano tre proiettività fra ft,fa,ft 
r„ n, Tb rispettivamente in guisa che sia 

(PiiPi.M,)ACPuP',«M',) 
(P„P,,M,)A{P'mP'«M',) 
(P„P„M,)A(P„F„M'.). 

È allora evidente che l'aggruppamento proiettivo, che si rica' 
dair(Ai)i prospettivo rispetto al centro sulle tre rette ri,rt,r, p 
mezzo delle suddette proiettività, è precisamente l'Ap, dato. 

Similmente ai prenda un trilatero ri,rt,rt ed una secante che ta; 
i lati nei punti Mi,M:,Mb. Poniamo Pi = rsn, e si stabiliscano t 
proiettività fra f,, /i, ft e n, r», r, rispettivamente, in modo che sìa 

• (PiaPioM,)A(P,P,M',) 

(P« P« M,) A (P, P. M'.) 
(P„P„M.)A(P,P,M'.}. 

È allora evidente che 1' A"ps che si deduce dall' (Ao)») prospetti' 
su r,,ri,rt per mezzo di queste proiettività è precisamente l'Apj dal 

II. Supponiamo l'Ap, degenere. 

Sia Pi il suo punto apolare suf,, e P'iP'j:P"s,P"s,P'"«,P"'i tre copp 
apolari su /i,/i. 

Prendiamo una retta n e due rette coincidenti r», r«. Su ques 
siano H's, H"s, H'a tre punti arbitrari e si stabilisca la proiettivi 
in guisa che sia 

(P',F'aP"',)A(H-,H",H",) 

CP'.P".P"',)A(H',H".H",) 

ed una proiettività fra f, ed ri in guisa che P corrisponda ad r. 
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che la stella di piani di centro determina Bulle tre rette n , r» , r, 
un aggruppamento prospettivo (Ai)i che ha (Ph, Pn) (Pn ,P««) per coppie 
apolari sulle rette r,,rt. 

Il fascip degli Ap, polari dei punti di r\ rispetto a questa (Ài)t 
coincide con quelle dei fasci polari dei punti di n rispetto all'Ap, dato. 

Infatti l'Ap, polare di un punto Pi di r, è individuato da un suo 
gruppo (Pi , P«) (esaendone già dati altri due gruppi). II piano OPi P* 
taglia ra in un punto ?'« il cui aggruppamento polare rispetto ad (A])t 
contiene le coppie (P,, Pi) (P,t, Pi,) (P,», P») e quindi coincide con Ap,. 

Segue da ciò che, se si determinano nella stessa guisa tre coppie 
(P, , Fi) (Q, , Q'i) (Ri , R'i) sulle rette r, , r„ e si stabilisce la proietti- 
vita fra rs e r\ in modo che sia 

(P.Q.R,)A(F.Q',R'.) 

l'Apj dato si trasforma neU'(Ao)t. 

IV. — IiiTOluzioiil di 3" ordine. 

14. Supponiamo di avere un Ap, qualunque, e che le fu fi coinci- 
dano. L'Ap, su fi,ft corrispondente ad un punto P, qualsiasi contiene 
le due coppie (P,», Pn), (Pn, ?«). AfBochè tale Ap, sia involutorio, qua- 
lunque sia Pi, è necessario e sufBciente che gli elementi suddetti si 
corrispondano in doppio modo, e poiché due involuzioni non hanno 
che una coppia comune, bisogna che coincidano 

P,„Pi, e P.i,P». 

Similmente, supposto che coincidano ^i, fg, fs, affinchè tutte le Ap, 
determinate dai punti di fi su ft, fa, siano involuzioni, è necessario e 
sufficiente che coincidano 



e perchè siano involuzioni tutte le Ap, determinate dai punti di /"« 
su /i./i, è necessario e sufficiente che coincidano 

Pm,P., e P„,P,.. 

Quando sono verificate due delle condizioni suddette, è verificata 
la terza, ed allora l'Apj si dice un' inroltizione e si indica col simbolo 1». 

Dunque affinchè un A.p, sia involutorio è necessario e sufficiente 
che coincidano 

P.a,P«,PM e Pk.P,„P„. 

Xe segue: 

In un'involuzione del '^ ordine esiste una ed una solu coppia apolare, 

Un'involuzione del 3° ordine è determinata, .*e si conosce la coppia 
apolai-e (Q, Q') e un suo gruppo Gì (Ai, Aj. Ai). 
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Esistono due sistemi di oo* fasci di gruppi appaiienetiti ad un 
Li chiameremo rispettivamente dì prima e seconda specie. 

2°. I piani di una stella ddenninano una rete dì gruppi di A, 
un Ap, esistono oo* reti di gruppi. 

Un fascio dì gruppi di prima specie ed una rete hanno in gei 
UH sol gruppo comune. 

Un fascio di gruppi di seconda specie ed una rete hanno in ' 
rate due gruppi comuni. 

VI. — Aggrnppiiuieiiti prulettivi di 4-" online • Fusci. 

19. Siano ora fi,f»,ft,ft quattro forme qualunque di 1' spet 
stabiliamo quattro proiettività fra esse e le quattro rette ri, r^, . 
collegate da un (Aa)t. 

Anche fra gli elementi di /l, f», ft, fi viene stabilita una corri; | 
denza, per la quale tre elementi scelti ad arbitrio sulle ft, f,., , 
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Infatti preso uu punto arbitrarlo Fg di f,, lo coppie Y^, Pt e P"i, P* 
determinano su fi,f» due A'p,, A"|i, che hanno (in generale) due gruppi 
comuni Al , A. e B, , B, . Ne segue che A,A,F(F4 e B,B,P|P 'i Bono 
gruppi di Ap,, e quindi il gruppo AiAtPi è apolare. Lo stesso può dirsi 
di B.B,P,. 

22. Vn aggì-uppaìnetito proiettivo del 4^ oi-dine Ap, i individualo, 
quando si cotioncwio gli aggruppamenti A'p,, A'V, pohri di due dementi 
Pi, P", e un suo gruppo (P,. P,, P,, Pi). 

L'Ap, polare di Pi. è interamente determinato dai dati suddetti. 
Infatti esso deve contenere 1 gruppi Ga formati da P'i coi gruppi del- 
l' A'p, polare di Pi. rispetto ad A'p,, da P"i coi gruppi deirA"p, polari 
di P„ rispetto ad A'p, e il gruppo (Pi,P>, P.) (§ 11). 

Parimente è determinato l'aggruppamento polare di un punto ar- 
bitrario Mi. di fb. Infatti esso deve contenere i gruppi Gt formati da 
P'i P"i con i gruppi dell'A'p, o A'p, polari di Mi, rispetto ad A'p,, A"pj, 
ed un gruppo formato da Pt con un gruppo Gì polare di M rispetto 
all'Ap, polare di Mt. 

Infine è facile vedere che è determinato anche l'aggruppamento 
polare di un punto Hi di /i. Segue da ciò. 

Gli aggruppainettti proiettivi del 4° ordine sono co". 

Infatti per determinare A'pj, A" fi e il gruppo (P1P1P1P4) occorrono 
rispettivamente 7,7, 1 condizioni, poicbè dei quattro punti Pi, P», Pi, P4 
tre sono arbitrari, 

23. Dato un Ap„ tutti gli aggruppamenti polari di ft, per es., si 
dice che costituiscono un fascio. 

1 gruppi comuni a due aggruppamenti di un fascio sono i gruppi 
apolari di f,, fa, fx, ed appartengono anche a tutti gli altri aggruppa- 
menti del fascio. Dunque tutti gli aggruppamenti di un fascio hanno 
in comune gli 00' gruppi di due fasci. 

Esiste uno ed un sol fascio che contiene due aggruppamenti A'pj, A"p, 
dati ad arbitrio 

La dimostrazione di questo teorema è identica a quella del g 12. 

In altre parole: due A'p,, A"p, individuano un fascio. Se due fasci 
hanno due aggruppamenti comuni coincidono. 

24. Ogni Ap, si può trasformare in uno prospettivo (Ao)*. 

Sia dato un Ap, su quattro rette fi,fi,ft,ft; esso determina uu 
fascio di Ap, su f,,fi<fs- Consideriamo due aggiuppamenti Ap„ AV, polari 
di due punti U*, V«, e siano (Hi, Hj) (H'i, H',) le coppie apolari per Ap, 
e (Ki, Ka) (K'i, K'a) le coppie apolari per A'p, su fi, fi. 

Scelto un punto su HiHi ed uno Oi su KiK,, aia r» la retta co- 
mune ai piani OH'iH'a, OiK'iK'i. Si possono trflsfonnare Ap„ A'p, in 
in due prospettivi su /i,/"t,r, rispetto ai centri 0, 0| (g 13). 

Considerando ora r(Ao)t prospettivo su /ì./i, ts, », ^(OOi), questo 
individua su fi. fi. >» un fascio di Apj, che ha col precedente due ag- 
gruppamenti comuni. I due fasci dunque coincidono, e quindi tutti gli 



PERIODICO DI UATEUATICA. 339 

aggruppamenti Ap, del fascio precedentemente considerato saf,,ft,rt 
sono prospettivi. 

Sia Si, Si, Sg un gruppo polare di un punto S^ dì ft. Allora stabilita 
una proiettività fra ft e u in guisa che aia 
(U.V*S.)A(0(XS;) 
essendo S'4 il punto comune a n ed al piano SiS^'s (S'» corrispon- 
dente di S» su r») l'Ap, si trasforma neir(A«)4 prospettivo. 

25. 7?» ogni Ap, esistono due gruppi (H,, H», H», H.), (Ki, Ki, Kg, K.) 
tali che tre punti qualunque dì un gruppo fonnano una tema npolare. 

Trasformato Ap, in uno (Ao)i prospettivo, i gruppi suddetti sono 
quelli determinati dalle rette che si appoggiano sui sostegni. 

Chiameremo i gruppi suddetti gruppi base. 

Per mezzo del teorema precedente si può semplificare la tra- 
sformazione di un Ap, in uno prospettivo (Ao),, quando si conoscano 
i gruppi bsfiS. 

Sieno (H„H,,H„H«), (K„K.,K.,K.) i gruppi base, (Bi,H„R^R4), 
UD gruppo appartenente ad Ap,. 

Scelte quattro rette sghembe due a due r,, r,, r», n, sieno (H'i H',, 
H's, H'i e K'i, K», K'(, K.) i punti d' incontro di esse colle corde com»tti 
e R'i,R'j, R',, R'4 i punti d'incontro con un piano arbitrano. 

Stabilite fra f-, ed n quattro proiettività in guisa che sia 
(H.K.ROA(H'iK'iRi) 
si trasforma l'Ap, netl^Ao)* prospettivo. 

VII. — InToiazioni di 4" ordine. 

26. Consideriamo un Ap, su quattro rette fi, fa,ft,fi, e supponiamo 
che ft e ft coincidano. 

Prendiamo una coppia di punti P,, P» su f„ /"«, e siano H,, H* e Ka, Ki 
le due coppie che con Pa formano un gruppo apolftre per ft,f»,fi. 
Affinchè l'Ap, determinata da Pi, P» sia involutoria, qualunque sia Pi, 
è necessario e sufficiente che coincidano H>, K* e H*, K.. Se questa 
condizione è verificata, essa è verificata anche supponendo che Pa vari 
sulla ft. Infatti H«, H*, K»,Ki percorrono su f, punteggiate proiettive 
a Pi, e quindi fra loro, e siccome una coppia si corrisponde in doppio 
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ossìa 

, . a* — A* C09* 8 

^^' ''" a eoa ti ■ 

L'equazione potare della concoide luogo di M 

coabl cos tìj ' 
ossia 

Le equazioni (1), (2) in coordinate cartesiane 
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ovvero, dopo fatte le riduzioni e dopo aver soppre: : 

(23) Y' + 23X-ap = 

che rappresenta una parabola avente per asse ( i 
ha per coordinate 



Il luogo del punto T si ottiene analogamente 
(16) e (22). Si ha così la quintica: 

(24) X [Y* + fi (3? - a) Y- + ap'J = p [Y* + 2^ 

Le espressioni racchiuse nelle due parentesi q i 
l'una per l'altra se si ha 
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I lismo che, oltre a mettere meglio in luce Tesa 
formazione e le analogie fra le varie operazìon 
essere utile anche per rendere piìi difficile l'ine 
aiuti intuitivi, per dare una più intima conoscei 
delle operazioni, per aprire eventualmente la via 
nerale delle operazioni stesse. 



§1- 

1. Sia data la successione naturale dei num.: 1. 
indichiamo, col simbolo a. il successivo del numeri 

2. Se due scritture A e 6 indicano le stesso ni 
eguale a B e si scrìve: A = B. 

3. DaA^BeB^C possiamo dunque concli 
una scrittura A indicante un numero a fa parte 
indicante un numero e, si intende che in C venj: 
di A; quindi, se A^B e D sì ottiene da C coli 
zione di A con B, è necessariamente C = D. In' 
^ A», Ai^ Aj,..,, Ai^Ai. e quÌTidi Ai^Ai. , si (■ 
mente: " Ai^A»^ A» ^. . .^ Ai. ,. 

4. Indichiamo ora col simbolo: fi {a, b) il nume 
numeri dati a eh mediante la seguente legge di fo> 

A(a,l) = «. , nia,b.)={fi{a,l 

Indichiamo poi successivamente coi simboli: 

f,{a,b),Ma,b),...,Ma,b),... 

i numeri ottenuti colle leggi di formazione: 

f,(a,l) = a , f.i<:b.}=.f,{f.(a,l. 

5. Dimostriamo le principali proprietà <ìi tali 

(I) f.(/-.(",*).'^)=A(«,A{ft.* 

Per c^l essa è vera perchè: 

/■.«(»,6),l) = K(a,W. = A(",6.) = A(: 
ammessa per e = a^ essa è vera anche per e = x 

n (f, 1". »), ^r) = if. (A (».*). .«■))■ = (A (". f, (*. ■>■)): ' 

essa è dunque vera sempre. 

(H) A ("■») = A «'■'>). 
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Per a^b^l essa è evidente ; ammessa per a = 1 e t = x essa ' 
è vera anche per a = 1 e b=^x, perchè : 

A (1, «.) = K (1, x», = (/■, (x, lì). = w, = f, (I.. 1) : 

essa è dunque vera sempre per a ^ I ; ammessa poi per a = y essa 
è vera anche a = y. perchè: 

fA;i.,l') = f,ir.(ìi.i).l>) = f,(v,fAhbì) = fAy.fAI>.i)ì = 

- A (A (j, »),!)= A (A (S, J), 1) = A (». /■. (y, D) - A (S. </■) ■■ 

essa è dunque vera sempre. 

(HI) f, (A (a, 6), e) = A (A («,«), A (», «))• 

Per c=l essa è vera perchè: 

A (A (",*),!)- A K 6) = A (A (o, 1), A (i, D) i 

ammessa poi per c = x essa è vera anche per c = j. perchè: 

A(A(«, i), X.) = A (A(A(". 6). x), A(o, 4» = A (A (AO, j^), «», -r)). A(«, »)) = 

= A lA (», »:), A (A (6, x), A e, a») - A (A (a, x), A (A (A (*, H »)■ «)) - 

= A(A(«, »), A (a, A(», ».))) - A{A(A(a, i),«). A(S,*0) =A(A(a, x.l, Aft j-.)) : 

essa è dunque vera sempre. 

(IV) f.{a,bì-f,(b,aì. 

Per a = t = 1 essa è evidente ; ammessa per n ^ 1 e 6 = x essa 
è vera anche per « ^ 1 e b^x, perchè : 

A (1. x.ì = A (A (1, X), 1) = (A (X, D). = X. = A (X., I) ì 

essa è dunque vera sempre per o = 1 ; ammessa poi per « = */ essa 
è vera anche per a = y. perchè : 

U (!/., ft) = U (A fy, 1), ^ = A (/; (y, ''). f* {1. '')) = 

= A (A (6, !/}, /■. (6, 1 )) = /■. (/i (*, y). *) = A (i, //.) ; 
essa è dunque vera sempre. 

(V) A (a, A (», e» = A (A (», i), A (a, «))■ 
Infatti : 

A (a. A (*, «» = A (A (*, e), a) = A (A (6. a), A fe a)) = A (A (a, 6), A («. '))• 

(VI) A(a,A(S,«=A(A («,»),* 

Per e = 1 essa è vera perchè : 

A(«,A(i,i)) = A(«,*)=A(A(a,4).i); 

ammessa poi per e = ,r essa è vera anche per e = x. perchè : 
A (a, A (». x)) - A (a, A (A »•. x), 4» = A (A (a. A e. X)), A (a. »)) = 

= A (A (A (a, *). x), A (a, t)) = A (A (a, »)■ x.) i 
essa è dunque vera sempre. 

(VII) f. («, A (i, <:)) = A (A («,*), A (a, * 
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a studiate ai potrebbero considerare le ope- 
dati due numeri a e i, si trova un terzo 
ieguenti leggi di formazione: 

verebbe facilmente una teoria affatto ana- 
ci simboli f. 
e si possono facilmente dimostrare le se- 

«.6) = /-,(S,o);<p.(o,*)=f.(*,«); 
: valendo solo se « :S 2, oppure se Ì ^ 1, 
/ > 4, :pi {a, b) _> f\ (a, b), il segno ^ va- 
ie i^l, oppure so (t = Ìi = 2, Vediamo 
, coincidono in sostanza colle /"ij/j./i e 
uccessive sono ben distinte dalle corri- 
;razioni cpi, ft, ^» si avrebbe dunque solo 
(piamo. Non si conoscono poi proprietà 

success iv 

IO qualuni 

iltre oper. 

Ma„b) 
rebbe e\ 
iene; l'i 
)ero- in 
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dunque 

PQ' = OP - Og = (a' — t') v' «mT'; 

l'altezza del triangola MPQ' è (a< + f.'| ' e perciò il doppio dell'area del trian- 
golo etesBO è (a' — i'), ciò che dimostra il teorema proposto. 

Altre riioluzioni del (igg. E.-N. Barftien e Pietro di Stefano, «(udente della R. Unl- 
venlti di Catania. 

»-42» Ad fin eireolo di diamttro AB ai eonduea io A una tangente A. Da 
un punto variabiU P did »i conduca la seconda tangente al cìreolo PC; le rette PB 
e AC si tagliano in un punto D. Si trort geomttrieamente il luogo di giusto punto. 

A. Dboz-Farnt. 

Rltolialone del prof- Retali. 

Le tangenti &1 cerchio segnano sulla tangente d una punteggiata i (P ) 

proiettiva a quella dei punii di contatto ; il fascio di raggi A (C, | proiettivo 

a rf(P,....) è pare proiettivo al fascio B(P,....). prospettivo a d (P, ) e il 
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PERIODICO DI UATEUATICA. 
loro speenlftiioni fisiche immaginano delle ipotesi per spieg 
ogni cosa, e rinviano le nltra cause alla meUGBica. 

Checché ne sia delle obiezioni che sì potrebbero, forse, fft 
dell'A., sta il fatto che l'equaKloDÌ dell'Hertz come quelle dell' 
prendono le teorie di Neumann a di Weber come casi parti 
Maxnell come caso llmit«, non rendono ragione dei fenomen 
trasporto dalle onde luminosa per effetto della materia pondt> 
disfacendo ai principi! fondamentali delta dinamica. 

Mentre la teoria di Lorentz, la qaate è ans immagine mi 
elettrici, sebbene non aoddìtft al princìpio dtU'tguagliama fra \ 
è la sola cbe permette di collegare i fatti osservati, fino a qi 
Zeemann, e qoindi è la sola, concluda l'A., che conviene coa:\ 

Ma è evidente che una teoria in disaccordo colla terza 1: 
non può dichinrnrsi soddisfiiccnte; e che bisognerà quindi, pi 
care profondamente le idee fin'ora ammesse, senza però eh ' 
oscuramente prevedere in qual senso. 

L'opera del nostro A. s' indirizza a chi già possiede suftici ' 
matematiche; e, come tutti i suoi precedenti lavori, non è l'opi 
s cui la fisica serve di pretesto per degli sviluppi analìtici; 
tiperimentalì, anche le piìi minute, egli fa tesoro per i co i 
conseguenze teoriche. 

Talvolta egli non fa che ricordare gli enunciati pinttost : 
remi e dottrino già note (cap. 1 e !V ad ea.); tal'altra (cap. ' 
princìpi necessari al suo scopo, che è sempre quello dì Iraccii i 
tali delle singole teorie. Queste vengono però sempre colleg 
possibile, e di ognuna l'A., completando quell'esame che giii i 
trattato del Maxwell, pone singolarmente in luce le difficolt 
ì desiderata a cai dovrebbe soddisfare. 

Nella parto prima, esposte le leggi dell 'elettrostatica, de I 
zione, del magnetismo, elettro-magnetismo, elettro-dinamica : 
stabilisce l'equazioni del campo magnetico e svolge la te : 
della luce. Nel capìtolo sulla polarizzazione rotatoria magi 
di Maxwell, oscura come ognun sa, accenna a quelle di Poi 
al fenomeno, non ancora bene spiegato, di Kerr, 

Seguono le teorie elettrodinamiche di Ampère, Weber, I i 
seconda; e nella terza e quarta le altra a cui già abbiamo 
alccne osservazioni sulle sfere pulsanti del Bjerknes. 

Tale è lo spirito ed il piano di quest'opera elevata, i i 
soggetto da cui sembra debba dipendere, non solo una mi 
conoscenza dei fenomeni elettrici, ma altresì qualche cognl : 
di quella misteriosa forza attrattiva della materia; la quale da ' 
spiriti pili vigorosi, a sconcerta, come dice il lìoys, per la ai 
per la nessuna sua relazione cogli altri agenti fisici, per il sui) 
istantanea, a, distanza, ed attraverso tutti i mezzi, material 

Se, come crede il Cornu, noi siamo alla vigilia di quali 
soltanto dagli studi del fisici e dei matematici sull'elettrici 
luce desiderata. Poiché il meccanismo di trasmissione di un 
collegato ai fenomeni di propagazione nel mezzo cbe ne è Ir 
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apeciala dello apezzamento di duo triangoli in triangoli rispetti vain ente simili. — 
Di: Feddìe, Dimostrnziono elementare del tporfma del potetiziale per uno strato 
sferico uniforme. — B. t'. Mwrhentl, Oaserviizioni alla precedente diniostrtiziona. — 
J. Doitgall, Determinazione della funzione di Green [ler mezzo delle armoniche 
cilindricho o sferiche. — tf. A.Gibson. Nota sulle ineguaglianze fondamentali con- 
nesse con f e x". — E. Collìgiton, Nota su un problema di Geometria. — Id. Nota 
snile diaiostrazioni per mezza della proiezione in Trigonamettia e Geometria nonli- 
tica. — C. A. Lfiiasiinl, Problema delia sezione io ragione data. — IT. E. Philip, 
Piccola estensione del Teorema di Eulero aulle funzioni omogenee. — Id. Dimostra- 
zione generata del Teorema di addizione in Trigonometria. — Appendice: G. A. 
Gibson, Proporzioni - Il V libro degli etementi di Euclide. 

The Hathematical Gazelte. 

Voi. I, N. 22, luglio 1900. — C. A. Scòli, Sulla geometria di posizione di 
Staodt (continuanione). — Piccola Nota; R. F. Davis, Sol cilindroide. — Id. Sulla 
parabola. 

Voi I, N. 23. 1900. — W. H. Maeaulay, Le leggi della dinamica e la loro tratta- 
zione nei libri dì testo (continua). — Bibliografia. — Piccole Nota; J. H.Hooktr, Dimo- 
strazione geometrica delle formulo di cos - e sen — . — W. J. JohnstDn, Dimo- 
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TEOBU ELEMENTABE DEL COMPLESSO LINEARE 



Il fascicolo di febbraio del giornale Mathesi», contiene una breve 
nota nella quale il sig. Stuyvaerts con un nuovo metodo elementare 
e semplicissimo espone i fondamenti della teoria dei complessi lineari. 

Scopo di questo articolo è di far conoscere ai lettori del Periodico 
il metodo suddetto, la cui parte essenziale è riportata quasi integral- 
mente nel § 2, e di portare ad esso alcune modificazioni che rendono 
lo studio dei complessi ancora più elementare, poiché ho potuto fare 
a meno di adoperare anche il concetto di proiettività e di rapporto 
anannonico, al quale ha dovuto ricorrere il citato autore, limitandomi 
a supporre note le poche nozioni metriche su rette e piani, che si 
studiano nei Licei. 



I. Teorema. — - Pi possibile stubilirf una eoiTÌxpondeiiza univoca fra 
i punti ed i piani dello spazio in modo che ogni punto P indiridui un 
piano t: che /w.-wn per enxo, e viceversa tz individui P, 

Una tale corrispondenza si può stabilire in infiniti modi; a noi 
basterà darò un esempio. 

Si scelgano tre rette arbitrarie p, p\ r sghembe a due a due. Preso 
un punto arbitrario P si faccia ad esso corrispondere un piano iz indi- 
viduato dalla Tettarti che, passando per P, si appoggia a p. p' e dal 
punto Al d'incontro della r con la retta b, individuata dai punti d'in- 
contro di p,p' col piano Pr. 

Da questa costiiizione risulta che, dato il piano n, il punto P ad 
esso corrispondente si troverà come incontro della retta «i, che passa 
per i punti d'incontro di ;>,p' con -, o del piano che passa per la r 
e per la retta che, passando por tir, si appoggia a p, p. 

Definizione. — Vna tale corrispondenza m dice inroluforia. 

Ogni punto P si Aìce poto del suo piano corrispondente ;:. e questo 
piano polare di P. 

Con questa e con moltissime altre costruzioni si può ottenere la 
corrispondenza richiesta. 

Corollario. — Tidfe le n-lh' i-hi\ pa:'«uvìn per un punto P, giacciono 



Fi,.l. 



Fig.S. 
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esisfema, l'essere e non essere, e ciò si chiama ap 
tìffermare, un triangolo con quattro vertici, un uomo 
ecc. è lo stesso che esprimere Cassurdo. Quando a 
affermiamo un prodotto della nostra mente, e dobbit 
prodotto ha un'esistenza, e sarebbe assurdo la sua -, 
di non esisten'sa. La frase « Dio non esiste >• é «u i 
esprimere che quella cosa o prodotto della nostra m 
alla acce " Dìo «, non ha certe proprietà (per es. / 
potensialità ecc. ecc.) che si vorrebbero da alcuni alt 
dicesse, la retta non esiste, egli vorrebbe intendere eh 
la nozione espressa dalla voce « retta « non ha poi 
altri si von-ebbero attribuirle. ìiegaì-e una legge fisi 
vita, equivarrebbe ad affermare che una certa cosa eh 
concesione della mente, non ha poi la proprietà di apj 
delle cose del mondo fisico. Alcune volte pare che si 
stema d'una cosa, ma veramente non si fa altro eh 
questa cosa come una classe di cose identiche ad essa e 
questa classe. Nella proposizione •< Dio è mortale " ca 
in ciò che pare la negazione di Dio tna che in sosta 
la negazione della classe ■• enti identici a Dio ", si i 
mortale " cioè " tulio '.io che non è Dio è mortale «. 

6». Chiamando, per convenzione, una classe i/ualuf , 
te stessa; universale di se stessa, (ciò è poi lo stesso e 
è contenuta in se slessa e contiene se stessa); si potri 
in logica si dice prodotto di classi, somma di classi, i : 

Il prodotto di due olaasi date è La somma A 

quella classe particolare (li en- quella clnaae uni 
ti'itiubo e tale che qualunque altra e tale uhe qual . 
classe universale dì essa non è più particolare di e 
particolare di entrambe le date, versale di entra 

5. Le relazioni fra due classi le rap preseti te re ni<i 
coppie di cerchi : a tal fine o limiteremo il complesso 
del piano; o ìnCendei-eino «ha i punti del cerchio, con 



onde 
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Esiatono due multipli successivi di nò fi-a i quali 8Ì& oompre 
p.«6<-A<-Cp + l).Mè, 

n.pb<- \<.r,.{p-\-l)b. 

Del pari, esistono due multipli successivi di ne fra i qua 
presa A, e sia 

p'. wc<.- A<-(p'+l).«c, 
onda 

n.p-€<-A<-n.{p-+l)c.. 
Così ai può coutinuare indefiu ila mente. 



Ora si osservi i 



e però dev'essere 



issando b = me, a 
n .pmc^n .pb 

n.pmc <_• n .p'c, 



ha 
É.- A, 



n .pb<.n . p'c. 
£d Kualogamente, esseudo 

«.(p + l).»c = >..(p+l)».>A, 
dev'essere 

<t.ip+l)l>->n.ip'+l)c. 

Dunque con questo procedimento si ottengono due variabili: la 1* cre- 
scente, i cui stati successivi sodo 

e la 2» decrescente, i cui stati succeseìvi sono 

n.{p-\-l)b, n.{p+l)c,... 

La 1' variabile si conserva <_■ A, e la 2» ■>.A, Inoltre la loro dif- 
ferenza acquista gli stati successivi 

nb, ve 

ciascuno dei quali è summultiplo del precedente secondo m; ond'essa 
decresce indefiiiitameule. 

Dunque le dette due variabili sono convergenti, ed hanno per limite A. 
Di esse esistono i summultipli secondo n, cioè 
pt>, p'c, ..., 

(p+i)», (p'+i)" 



che formano due altre variabili oonvergenti, 
a cui multiplo secondo n è A; cosicché 
di A secondo n. 



adi banuo un lìmite, 
limite è summultiplo 
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i ■ -^ ■ * 
che se, invece di supporre 6 ^ — > e ^ — , ,. . , 

b 

— non si può applioAvo il precedente ra- 

ado b •> me, earà n ,pmc <Z- n .'pb, e quindi 
n . p'c, ma non uh» n . jtb <• n . p'c. Né, del 

,i T,.(y + ])c<-H.(p4-i)*. 

che la sueltadi ò,c,... non è regolala da una 
jcuna grandezza sia individuata dal suo posto, 
adopera una suoceesiona di grandezze, 
vi è cautela che basti. 
! Paolis, a pag. 445, per dimostrare ohe una 
s nna misura rispetto ad una data anità u 
, fa un ragionamento analogo al precedente; 
ilo nA •Z>u, e determina due multipli di u 

■.nA<.(m+l)i., 



16, aumentando n, la differenza — w de- 

...m+l 
tati iuccessivamenle decrescenti di - — — u 

Ili di — u ai poasoDD considerare come 
jODvergenti, che hanno per limite A. 

vi siano codesti stati successivamente 

variabili. 

confessare trovarsi anche nei miei Ele- 

isimit questione della misura, è detto 
ibile — «, disposti in un ordine con- 

li di — ^— w, disposti in un ordine 

emmeno qui si è sicuri di poter di- 
ìesti, poicliè si tratta di successioni 

anto nei mio, la difficoltà si toglie 
ìsivi valori, ciascuno dei quali sia 
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Sull'esagono di Pascal e snll'egalatero d|. Briancbou. — 11 prof, Diego 
Fellini(*) ha dimostrato nbe è sempre possìbile risolvere i seguenti problemi: 



■ Datt cinque rette a, b, e, d, e, dettr 
minarne, una setta f in modo the t'raa- 
gono simplice a b e d e f eia ad tin tempo 
esagono di PiScii. ed eaalatero di Bbiah- 



Premesso questo, si possi 

Teorema 1°. — Se a, b, e, d, e, f sono 
i iati di un esalalero semplici f di 
BaiANDHON, ad un tempo esagono di Pa- 
scal, 1 tali non conseeiUivi determinano 

ac, bd, ce, df, ea, fb, 

che sono t veiiiei di un esagono semplice 

f' di Pascal, che è ad un tempo tsa- 



Dati cinque punti A, B, C, D, E, 
determinarne un sesto F tu modo che 
l'esagono semplice A B C D E F sia ad 
un tempo esalatero di Bbiakchok ed esa- 
gono di Pascal .. 
itrare i eegueatt teoremi: 

Tborkka 2'. — Se A, B. C, D, E, P 
«ORO i vertici di un esagono semplice ^ 
di Pascal, ad un tempo esalatero di 
Bbiahcbon, > vertici i 



term 



rette 



AC, BD, CE, DF, EA, FB, 
che sono i lati di un esalatero semplice if' 
di BaunOHON, che è ad «n tempo esagono 
lalefO di Briahcuom. di Pascal. 

Sia il punto per il quale passano le rette 



coDgiungenti i vertici opposti ed o la retta alla quale appartengono ì punti 

V = ad. Q, = be, R = cf 
intersezioni delle coppie di lati opposti di T- 

cf è e'alalero di Brianchon. — Si considerino i due trilateri abf, dee: 
hanno i lati omologhi 

{a, dì. {b, e), {f, e) 

che s'incontrano rispettivamente nei tre punti P, R, Q della retta o, e perdi 

p.r ,x = bf. ce, 
congiungenti i vertici omologhi s' incontrano in un punto. 
In modo analogo coosiderando le coppie di trilateri 
bea, efd ; cdb, fae, 
sì dimostra rispettivamente che le rette 



passano per un punto. 

Ma per ipotesi le rette p, q. t 



= bd . e 



l'incontrano in t>, quindi le rette x, y, t 
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tcnl. — Si considerino i dna triangoli 
fa.fb.ae e td . et . bd: 
igiuDgeoti i vertici omologhi, pasaano per lo stesso punto o, 
C, intersezioni dei l»ti omologhi, sono in linea retta. In 
tidetazione delle coppie di triangoli 
ab . ae . bf , de . df . ee 



he . bd . 



■ df, 



ì cbe i punti 

P, Q, T e Q, R, Z 
Ma per ipotesi i ponti P, Q, R, sono sulla o, quindi 
dei lati opposti di <p', appartengono anch'essi a questa 

CoBOLLABio 1°. — S* A,B,C,D,E, F 
implUe di sono t verlici di un taagono Mmplice di 
o tMageno Pahcai:, cht è ad un Umpù eaalatiro di 
:ahcbos, i punti non eonseeutiti de- 

AC, BD, CE. DF, EA, FB 
e tono tangenti ad una conica. 
CoROLLiBio 2°. — Se ed tono 
ritpeltivamente retta di P^8«àl e punto 
di" - '■ ' -•--..■ 
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cp'" i eialaliro di Brianehon. — Infitti, i vertici di ip'" aono rispetti Tanwnte 
i poli dei lati di 7' rispetto alia conica C" e poiché i Isti opposti di questo s'iu- 
coatrano in tre punti della retta 0, così i vertici opposti di quello sono coogiuntì 
da tre rette che possano per il ponto 0, polo della retta rispetto C". 

cp" è esagono di Patea}. — Infatti i lati di <t"' sono rispettivamente le polari 
dei vertici di 9' rispetto alla conica Ce poiché ì vertici opposti di questo sono 
congiunti ds tre rette che passano per il punto 0, così i lati opposti di quello 
s'incontrano in tre panti della stassa retta 0, palare del punto O rispetto C". 

CoBOLlABIo. — B punto i U polo 1 Cobollabio. — La retta a i la po- 

dtUa retta rtspelto.alìa conica C"' cir- lare del punto rìtptUo alla conica K"' 
coscritta a t'"- I rìrcoscritta a ^". 

Nel caso particolare in cni cp s 4> abbia i lati opposti paralleli, le stesso accade 
di cp', <f", <f"', ^', 4>", l''"- Allora la ratta o diventa la retta airin6nito del piano 
ed 0- il centro della coniche iscritte e circoscrìtte. 

Ebmibuo Fabbri. 



Soiim non proprietà delle Ilpee ^lucenti sa di nua enperflcle d[ rota- 
slone. — In una not« pubblicata nelle NouvelUs Antiales de Mattmatiqiies (No- 
vembre 1899) ho trovato analiticamente che se una linea é situata sopra un cono 
di rotazione, in ogni ponto il coseno dell'angolo che essa fa coH'asse del cono 
é uguale al coseno dell' angolo che fa colla genaratrice moltiplicato pel coseno 
dell'angolo (costante) che Is generatrice fa coli' asse: qui darà una semplicissima 
dimostrsEione geometrica di detta proprietà riferendomi, invece che al cono circo- 
lare a una qualsivoglia superficie di rotazione. 

Sia perciò S una tal superficie, I una linea di essa, H un punto di I e f la 
tangente relativa, >» la tangente al meridiano passante per H. Si conduca per If 
la parallela a all'asse e si consideri il triedro che ha il vertice io M e che ha 
per costole, questa parallela, t ed m; in detto triedro, come si riconosce facilmente, 
ò retto il diedro che ha per costola m ; per cui, segando con una sfera di centro H, 
sì ottiene un triangolo sferico rettangolo; applicando ad esso un noto teorema di 
trigonometrìa sferica sì ha subito: 

COS((a) = COB[i»l).C08(tMO) 

cioè: 

' Se una linea giace sopra una superficie di rotaiione i) cosano dell' angolo 
sotto cui sega l'asse uguaglia il prodotto del coseno dell'angolo eotto cui taglia 
il meridiano pel coseno dell'angolo del meridiano e dall'asse,. 

Manifestamente se l'angolo che il meridiano fa coti' asse é costante, S 6 un 
cono circotara a si ritorna al teorema accennato in principio. In tal caso È facile 
ricotioscere che sì ha: 

* Se una linea di un cono di rotazione seira sotto ancoto costante le cenerà- 
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^^5, W, 550' 



545. I irt punti C, B. A tono in linea retta (B 
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661, Dimostrare che la curva ottenuta, eliminando 6 fra le due 
equazioni 

j- = a(68 + 68'— 8(t* — 3), 
j' + */• — 13a' + 12a* 9 = 
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AlI'Aatore ed sll'Editoie. presento l'augurio che l'es 
tale da indurli ad offrirci tradotta la Teoria delle eqiiaz, 
BELL FoRSVtif « — specialmente nell'interesse dì chi dev 
care queati studi — alcuni altri pregevoli trattati, tedes 
rami od argomenti speciali d'Analisi e di Geometria. 



É. Lemoine. — La (f^om^trographie daiis l'éspace 

Il eig. Lemoine di Parigi, ben noto ai matematici per 
sdI triangolo, nel dicembre scorsa ha presentata all' Ac' 
Parigi una breve nota, nella quale espone un saggio d< 
ordinario della sua Geometrog rafia, dando nuova prova ( 
di personalità. Il Lemoine espose per la prima volta il 
piane, in una memoria, letta nel 1888 al Congresso di ( 
dei lavori del Bevnèa, del Tarry e del Hacka;, e facend 
geometria descrittiva, ne diede una esposizione quasi e 
presentata alla Società fisico-matematica ili Kasan |1BQT 
tanza pratica della Geometrografia nella costruzione efi 
applicazioni sue alla geometria descrittiva ed alle prole; 
essa fu introdotta nell'insegnamento superiore e second 
cialmente per mezzo del Jung a Milano, del Burali Fori 
a Bari, ottenendo efficace aiuto nell'insegnamento della 

Il Lemoine imngiua per la sua stereometrografia dii 
venzionali, corrispondenti alla riga ed al compasso della ; 
il planogi-afo (ylanqitO e lo eferografo (sférHre) per trac 
servono riga e compasso per tracciare rette e circcnfei 
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N. d, 1 febbraio 1901. — E. Bebuffel, SnlU geometriii de! circolo. (Potenze 

un punto di un piano rispetto a tre circoli d'uno etesBO fascio: e angoli d'un 

circolo con i circoli d'nn fascio). — L- G., Sulte dimostrazioni geometriche (cont.). — 

Corrispondenza [E. Ltbon fa notare un teorema sulle progtessioui geometriclie del 



li risolute.— Questioni proposte. 
i relntit-e d'una retta e d'un 
h retta iutemi ed esterni ad 



prof. Bufoni-]. — Preparazione agli esami. — Questio 
N. 10, 15 febbraio 1901. — E. Rebuffel, Posili 
iperbole (Stabilisce la distribuzione tra punti di i 
un'iperbole, cercando di evitare il concetto di continuità). — L. (ì.. Variazioni di 
alcune funzioni. (Dimostra che se ^ = a\at ...aahiÌH ...ha è il prodotto dì ti( 4' *■ 
fattori positivi tali che nessuno dei primi rii sia maggiore di nessuno degli ultimi it; 
e se Q — r, Ci ...Cm di di ...<ia è il prodotto di iii + n fattori positivi di cui la 
somma sia eguale alla somma dei fattori dì P, e di più è e,<^a,[s = 1,3,3...») 
e insieme dr'>^hr{r= l,2,3...n); allora se tutti i fattori di P non sono eguali 
ai corrispondenti fattori dì Q è sempre P > Q. Ne deduce come esempio dsll'applì- 
cazione che può avere questo teorema nella teorica elementare dei i 
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Livorno — Agosto 1901. 

Argomenti da trattarsi per proposta del Comitato dell'Associazione 
Mathesis iniziatrice del Congresso: 

I. Come drbfHi ripartirsi l' insegnawfnto fra i vari gradi e le varie 
specie (li scuole secondarie. 

Relatori: prof. Alberto Conti della R. Scuola normale di Bologna; 
prof. Salvatore Ohtc Carboni del R. Istituto Tecnico di Piacenza; 
prof. Bettino Bettiki del Liceo pareggiato di Osimo. 

II. Modificazione da introdursi nell'ordinamento degli studi tnateina- 
tici universitari, a fine di ottenere buoni insegnanti secondari. 

Relatore: prof. Giulio Pittarelli della E. Università di Roma. 

III. Terminologia matematica. Concorso alla compilazione e stampa • 
di un dizionario matematico sotto gli auspici del prof. Giuseppe Peano 

e del " Periodico di Matematica „. 

Oltre a queste quistioni saranno discusse tutte quelle che gli ade- 
renti crederanno di proporre prima del 15 giugno. 

AVVERTENZE.— La tassa d'ammÌBsioDe al coogresso o di lire 4, di servire so- 
prattutto per la stampa degli Atti e deve essere inviata al Freaìdente dell'Aaso- 
vinzione prof. Giovanni Frittin) - Fin Tot- de Conti, 35, Bohà. Aggiungeodo alla tnssa 
di ani in iasione lire 2, si avrii diritto $. una copia degli .\tti del congreaso prece- 
dente, mi volume del preuo di 5 tire, vhe verrà subito spedito. 
Ribasso ferroviario ai congressisti : 
Per uni parcorreiiu clie non inptri 100 km. 30 per 100 t 
da 101 ■ £00 3& . I 

•Ih !(ll • SOO 40 . I Coti ds l<tl«ra di puUeipiiisns 

dH 101 > pib 50 * I r.K M MtiliurraHio. 



Il Comitato livornese per il ricevimento dei Congressisti, si inca- 
rica di procurare loro schiarimenti e facilitazioni sulle spese di per- 
manenza a Livorno durante il Congresso, Rivolgersi almeno quindici 
Piorni prima dell'apertura del Congi'esso al segretario del Comitato 
rof. Antonio Masoni, Via De Larderei, n. 10, Livorno. 
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